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« Si vous de dites rien a votre brouillon, votre brouillon ne vous dira rien ! »
Jacques Breuneval, mathématicien, professeur a I'université Aix-Marseille I, 1980

Abstract : Un dispositif trés simple, tel une plaque pouvant s'incliner, soumise a un écoulement régulier,
permet, dans certaines limites, de mesurer la vitesse de cet écoulement. Le principe exploite le
théoréme d'Euler en mécanique, qui est présenté dans le présent article.

Mais que fais-tu, Méson ???

Rien de grave, Photon:
j'expérimente le
théoréme d'Euler...
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0 — Présentation

Voici un dispositif trés simple qui permet d'évaluer la vitesse d'un écoulement constant et uniforme.

Une plaque homogéne carrée, de c6té b et de masse m, est maintenue en équilibre dans un jet de fluide

horizontal et stationnaire. La plaque peut tourner en O autour d'un axe horizontal, perpendiculaire au
plan de I'écoulement (figure 1).
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Le jet est assimilé a un cylindre d'axe horizontal de section S, de vitesse U. La zone ou il rencontre la
plague a pour centre le point A, lequel est distant de I'axe O de D.

Figure 1

A I'équilibre, la plaque fait avec la verticale un angle 6 qui est relié a U et aux dimensions de la plaque.
Pour déterminer 6 nous allons avoir besoin du théoréme d'Euler en mécanique, que nous rappelons ci-
apres.

1 — Systémes ouverts en mécanique: théoréme d'Euler

En mécanique, les systémes dynamiquement ouverts sont définis par un ensemble matériel délimité par
une surface géométriquement fermée (S) a travers de laquelle il y a échange avec le milieu extérieur
d'énergie et de matiere (exemple: une fusée dont la masse varie parce qu'elle envoie a l'extérieur une
quantité d'énergie qui la fait avancer par réaction). (S) est appelée surface de contréle.

A travers la surface de contréle (S) la quantité de masse entrante est notée dm,, et la quantité de masse
sortante est notée dms. Le bilan de masse dans le volume enfermé dans (S) est donc:

dm=dm,—dm,
soit, par unité de temps:

dm _ dme dms

dt  dt dt

Avec les notations usuelles: gme = dm¢/dt et gqms = dms/dt, on a donc la relation de conservation de la
masse:

dm _
dt _qm,e qm,s (1)
NB: en régime stationnaire dm/dt = 0 (pas d'évolution de la masse du systéeme mécanique), donc on a:

Ome = Om,s -
Entre deux instants infiniment voisins t+dt et t, la variation de la masse est:

m(t+dt) — m(t) = dm = dme — dms
d'ou:
m(t+dt) + dms = m(t) + dme

Soit F la somme des forces extérieures appliquées au systéme mécanique délimité par la surface de
controle (S), et soit P la quantité de mouvement de ce systéme; d'apres le principe fondamental de la
dynamique le systeme prend une vitesse V telle que:
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Or le 2e terme, m% , est égal a la dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement

P, du systéme considéré comme fermé, c'est-a-dire sans échange de matiére avec l'extérieur:

dP_dm 5 4P,
—=—V+
. . dt dt dt
avecdonc d P.ldt=mdV/dt
Or, d'aprés (1), dm/dt = qme — Qms, d'0U:

-

dP . dP,

= (g e—qm )V +
dt (qm,e Qm,s) dt

dﬁF/dt est par définition (principe fondamental de la dynamique) égale a la somme des forces
extérieures F appliquées au systéme. On a donc:

dpP - N
S =F+lq, . ~q,)V (2
dt (qm,e qmv) ( )

C'est le théoreme de la quantité de mouvement pour un systéme ouvert. la variation de la quantité
de mouvement d'un systéme ouvert est égale a la force exercée sur le systéme, considéré comme fermé
(sans échange de matiére) augmentée du flux d'échange de matiére avec I'extérieur.

Il résulte de (2) que, en régime stationnaire d ﬁF/dtZO on a:
F=(q,,~4..)7 )
(3) exprime le théoréme d'Euler pour la quantité de mouvement.

Qu'en est-il alors du moment cinétique?

Oui, je suis
trés inquiet
a son sujet!

Soit U;,o le moment cinétique par rapport a un point O pour le systéme considéré comme fermé. Le
théoréme du moment cinétique énonce alors que le moment dynamique M . , des forces extérieures
F par rapport a O est égal a la dérivée par rapport au temps de 0;,0 :

- do,
Mro==5"

Si A. et As sont les points d'entrée et de sortie de la matiére du systéme ouvert, le moment cinétique
correspondant par rapport a O est:
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d G y=dm,04,\V ,—dm,OA NV +d o7 ,

—

ou V, et V_  sontles vitesses en ces points.

e

D'ou le moment dynamique total:

Wi=290_ %0 (dMGr p _dmpr
O dr  dt A e

i, - . I,
dt :MOZMF,O+(qm,30Ae/\Ve_qm,SOAs/\Vs) (4)

(4) est le theoréme du moment cinétique pour un systéme ouvert. la variation du moment cinétique
d'un systéme ouvert est égale au moment dynamique de la force exercée sur le systéme considéré
comme fermé, augmentée du bilan des moments cinétiques associés aux masses entrantes et sortantes
échangées avec l'extérieur (figure 2).

"
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figure 2

NB: Les points d'entrée et de sortie de la matiére, A. et As, peuvent étre multiples.
Exemple: tourniquet hydraulique (figure 3).

figure 3 — entrée et sortie de la matiere dans un tourniquet hydraulique
Dans cet exemple, I'application de (4) s'écrit:

dm

—

- — dme
M,=0=M, ,~|O4,A

“V +0A' N —=V ' |+OEA 14
dr ° oo dt § dt

e

relation que nous proposons de développer dans un autre article sur le tourniquet hydraulique (il y a des
volontaires?).

Il résulte de (4) que, en régime stationnaire ( d 3°,/dt=0 )on a:
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M_I;,O:qm,sm:/\ Vs_qmea{:’/\ I7e (5)

Soient dWe et dW, les travaux élementaires des forces extérieures et intérieures appliquées au systéme
ouvert. Alors, si le systéme est considéré comme fermé, la variation de son énergie cinétique est:

dEc,F = dWe + dW,

Pour le systeme ouvert, en revanche, il faut ajouter a I'énergie cinétique dE.r du systéme considéré
comme fermé, la variation d'énergie cinétique associée au bilan de masse échangée avec l'extérieur:

% dme Vez - 1/2 dms VSZ

donc la variation de I'énergie cinétique totale du systéme ouvert est:
dEC:dEC,F+%(dmeVze—dmsst) (6)

d'ou les puissances mécaniques:

dE. dE.; 1
= = —+— V2 — 123
dt dt 2 (q”"" ¢ Dms Vs

Comme dEcf/dt = Pr est la puissance mécanique pour le systéme considéré comme fermé, il vient:

P:PE+P[:PF+% qm,eVze_qm,sst) (7)

En régime stationnaire (P = 0) on a le théoréme d’Euler pour I'énergie cinétique d'un systéme
ouvert:

PF = Qm,s st _qm, e Vze) (8)

N =

2 — Equilibre de la plaque soumise a un écoulement

La masse du fluide « entrante » est en A (donc A = A. dans les équations du §1 ci-dessus), avec la
vitesse V, . Sa variation est:

dm, dx

—pSU
dr P

—

la masse du fluide « sortante » est également en A (donc A = A;) avec la vitesse V' et:

N

_dm,
qm,s - dt

le moment dynamique de la plaque, en son centre d'inertie G, par rapport & O, est celui de son poids
mg :

M;’Ozaé/\mg’
L'application du théoréme d'Euler pour le moment cinétique donne alors ici:

— —_—

MF,O:O Amg:qm,vm/\ I7s_qm,e m:/\ I7@
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Hypothése: la sortie de la masse de fluide en A se fait le long de la paroi, donc dans la direction 04 ,
onadonc V parallelea 0OA,=0A4 donc g, OA AV =0 .llreste donc:

5(7/\m,§=—pSU52/\I76

—

avec V,=Ué&. , OA=Dsin0&.+Dcosbe. , §=g¢. , %:gsineéx—k%coseéz

d'ou:
b . .~ . b - . o - .
Esmeex-l-gcoseez Amgeé,=—pSU(Dsin0¢& + Dcos0&,)AU¢e,
b in0e,=—p SU?Dcos0 ¢
—Emgsm e,=—pSU°DcosOe,
d'ou:
2
tano=223YD g
bmg

NB: L'expression (9) faisant intervenir la tangente de l'angle d'inclinaison de la plaque, elle devient vite
inexploitable pour des vitesses élevées (d'autant qu'elles interviennent par leur carré) car tan6 tend
rapidement vers l'infini. C'est le méme probléme constaté dans l'article [2].

En pratique, la section S est celle de la buse de sortie du jet si elle n'est pas trop loin de la plaque: par
exemple celle d'un séche-cheveux.

Pour vous en convaincre voici I'expérience et ses limites, avec les données suivantes, que les lecteurs
courageux pourront effectuer:

AN: S =0,008 m?

U=5m/s
D=b/2=0,4m
m = 0,1 kg

p = 1,3 kg/m3 (air)
on doit trouver environ: tan6 = 0,265 — 6 = 15°

Je ne ferai pas cette
expérience, non par
mangque de courage mais
par manque de séche-
cheveux, car cet engin
ne me sert a rien
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