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« Si vous de dites rien a votre brouillon, votre brouillon ne vous dira rien ! »
Jacques Breuneval, mathématicien, professeur a l'université Aix-Marseille |, 1980

Abstract : Des propriétés des forces centrales conservatives (i.e. qui dérivent d'un potentiel) on déduit
une propriété importante: celle de la conservation du moment cinétique. S'en découle alors la deuxiéme
loi de Kepler: la loi des aires, qui concerne aussi bien les interactions gravitationnelles newtoniennes
que n'importe quelle autre interaction pourvu qu'elle soit centrale. Parmi elles existe la famille
d'interactions dont le potentiel est de la forme U(r) = K/r: c'est le probléme de Kepler. A noter que cette
famille inclut aussi bien les forces attractives (par exemple: gravitation de Newton: K < 0, et forces
coulombiennes entre charges de signes opposés) que répulsives (par exemple: forces coulombiennes
entre charges de méme signe: K > 0).

On montre que, pour le probleme de Kepler, les trajectoires des particules soumises a ces forces sont
des coniques. Ce résultat est la conséquences de l'existence de plusieurs invariants propres au
probléme de Kepler: la constante vectorielle vO (qui s'exprime avec le vecteur vitesse de la particule et le
module de son moment cinétique), le vecteur excentricité et le vecteur de Runge-Lenz ou vecteur de
Laplace. La nature de la conique (hyperbole, parabole, ellipse) dépend directement de I'énergie
mécanique.

Dans le cas particulier des forces attractives et de I'ellipse, on montre la troisieme loi de Kepler, qui lie la
période de révolution au demi-grand axe de I'ellipse.

Nous nous limitons ensuite désormais au cas du mouvement elliptique des planétes autour du Soleil. Le
cercle apsidal, qui est le cercle circonscrit a I'ellipse, revét une grande importance pour permettre la
détermination de la trajectoire de I'astre a partir des observations, notamment du moyen mouvement n.
L'équation de Kepler, que nous démontrons, établit alors une relation entre n et I'anomalie excentrique
qui définit la position angulaire sur le cercle apsidal. La résolution de cette équation, qui est une équation
transcendante, nécessite des méthodes d'approximation. Une fois la solution obtenue, on peut remonter
a lI'anomalie vraie (la position angulaire de I'astre sur I'ellipse) ainsi qu'a son rayon-vecteur, grace a une
équation que nous démontrons aussi reliant le cercle apsidal a l'ellipse.

Ce qui précéde concerne I'étude du mouvement de I'astre dans le plan de I'ellipse. Pour étre complet, ce
mouvement (position et vitesse de l'astre) doit étre étudié dans un repére trirectangle OXYZ de I'espace,
ou O coincide généralement avec le centre d'attraction. Les équations différentielles du mouvement
étant d'ordre deux, il faut 6 paramétres pour déterminer une trajectoire unique. Pour des raisons liées
aux observations, cet ensemble, appelé "éléments de Il'orbite", est constitué de: le demi-grand axe de
I'ellipse a, I'excentricité e, l'inclinaison i du plan de I'ellipse sur le plan de référence OXY, la longitude du
nceud ascendant Q, I'argument du périastre w, et lI'instant du passage au périastre ou époque 1. Nous en
disons quelques mots dans cet article.

En fin d'article, une présentation succincte de la trajectoire apparente du Soleil autour de la Terre est
proposée. Elle établit en particulier I' "équation de temps" qui permet d'exprimer I'anomalie excentrique
en fonction du temps, en faisant intervenir le moyen mouvement n, I'excentricité e, l'inclinaison de I'axe
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de rotation terrestre sur I'écliptique € et la longitude de I'écliptique A. Grace a elle le jour solaire vrai, trés
important en astrométrie, peut étre calculé comme la différence entre I'angle horaire du Soleil et
I'anomalie excentrique.
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1 - Propriétés de la trajectoire d'une particule soumise a une force centrale: Deuxiéme loi de
Kepler

Le moment cinétique, par rapport a un point O, d'une particule A, de masse m et de vitesse va, soumise
a une force centrale conservative est constant:

L,=0ANmv =cste=L (1)
PREUVE:
Force centrale conservative: F = - grad U(r) = -dU/dr e,

ou U énergie potentielle et r = r e = OA dans le référentiel (R), er = OA/OA étant le vecteur unitaire porté
par le rayon vecteur OA.

Moment de la force en O:
dU |\ 04
M =OAANF =0AN —— |—=0
0 ( dr)OA

D'aprés le théoreme du moment cinétique:
_dL,

M o= dt

donc Mo = 0 — Lo = constante. - CQFD
Le mouvement d'un point matériel soumis a une force centrale est plan.
PREUVE:
OA et va sont, par définition, perpendiculaires a Lo:
OAlLo=0 Valo=0

D'aprés (1), Lo = L = cste, donc OA et va sont perpendiculaires a un vecteur constant.
Soient, dans (R), les coordonnées de OA, va et L:

x vy L,
04=|y| v,=|v,| L= 1L,
z V. L.

ou Ly, Ly, L, sont constants.

OALo=0 — xLy+yL, +2L,=0
VA.LO = O — V)(Lx + VyLy + VzLZ = O

Ce sont les équations d'un méme plan de vecteur normal L/L. OA et va sont donc contenus dans le
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méme plan: la trajectoire est plane. - CQFD

On a désormais intérét a utiliser les coordonnées polaires (O, e, e, €;) (figure 1).

figure 1

Deuxiéme loi de Kepler :
La vitesse aréolaire d'une particule soumise a une force centrale est constante, autrement dit: les rayons
vecteurs OA balaient en des temps égaux des aires égales Aire(OAA').

PREUVE:
En coordonnées polaires:
OA=re,
dOA _dr de, d
vy y=——=—etr —
dt dt do dt
. der dr d(l)
Or: 20 :e¢-)vA=Ee,+ r
De: L=0AAm vAzrer/\m(%eﬁ rcil—j)%):mrz dd—j)e,/\ e¢=mr262—j)ez=Lzez=constante
(théoreme (1)), on déduit:
LZ=L=mr2d—¢= constante (2)
dt
Sur la figure 1, on voit que la vitesse aréolaire est:
Va:%Aire (044 ’)Z%%(ﬂ d (b):%rzcii—j):ﬁ:constante
On note C la constante des aires:
L do
C=—=p?—L
m " dt

C est le moment cinétique par unité de masse.
La vitesse aréolaire s'écrit en définitive:

(3) exprime la Troisieme loi de Kepler. - CQFD

Equation de I'énergie et expression de la trajectoire: - Pour une particule soumise & une force
centrale conservative, I'énergie est constante et se met sous la forme:

1 (ar|
E:constante:Em(E) +Ugy,(r) (4)
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LZ
2mr?

ol Uer est I'énergie potentielle efficace: U, (r)=U/(r)+

et I'équation de la trajectoire ¢ = @(r) est:

_ Ldr
=) e

PREUVE:

La force étant conservative, I'énergie mécanique est constante: E = 1/2 mv2a + U(r)

o, dr dé dr do _[dr) do\’
On a: vi—(—e +r—e¢).(Ee,+ I’Weq))—(a) +72(W

2 2
EZ%m(%) + %mrz(ci,—j)) +U(r)

On fait apparaitre, dans cette expression de E, l'invariant moment cinétique L (relation (2)):

rz(d_d)) __L (Q)

dt | m?r?

d'ou:

En introduisant I'énergie potentielle efficace Uex(r) = U(r) + L2mr?, et compte tenu de (Q), I'énergie E se
met sous la forme (4).
On peut encore écrire (4) comme suit, de fagon a séparer les termes en r et les termes en ¢:

2 (E_Ueﬁ(r)):(dr)z:( dr )2( do )Zz( dr )2 L yaores (&)

m dr] \do |\ ar do | m2r
Il vient donc:
d¢)2_ L? 1 L, do_ L
dr | 2mrt E=U 4(r) dr_r2\/2m(E—Uef,'(r))

ce qui donne par intégration le résultat (5), @o est une constante d'intégration définie par les conditions
initiales. - CQFD

Remarque: - D'aprés (5), la trajectoire est définie si E > Uex(r) (I'énergie mécanique E n'étant pas
nécessairement une quantité positive !). Selon le signe de E (E <0, ou E =0, ou E > 0), et compte tenu
de la définition de Uex (r), on obtient des conditions sur U(r) pour que la trajectoire soit définie. Si la
forme de U(r) est connue, ces conditions deviennent des conditions sur r. Certaines d'entre elles sont
compatibles avec la possibilité d'avoir r aussi grand que l'on veut (trajectoires ouvertes ou "état libre"),
d'autres sont satisfaites uniquement si r reste borné (trajectoires fermées ou "état lié").
On peut montrer alors que la trajectoire est fermée seulement dans les deux cas suivants:
* U(r) = KiIr (avec K > 0 ou K < 0): il correspond au probleme de Kepler. Il ne s'agit la que d'une
condition nécessaire, mais pas suffisante, car on verra que, pour certaines valeurs de E et de L,
il existe pour des potentiels de cette forme des trajectoires ouvertes (paraboliques ou
hyperboliques).
« U(r) = 1/2 Kr* (avec K > 0): énergie potentielle quadratique ou probléme de I'oscillateur
harmonique dans un plan.

2 - Probléme de Kepler (potentiel en 1/r)

On considére maintenant la force centrale en 1/r?, ou de maniére équivalente, le potentiel U en 1/r dont
elle dérive. C'est le probléeme de Kepler:
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ou K > 0 (force répulsive) ou bien K < 0 (force attractive).

Invariants vectoriels du probléme de Kepler: - Les vecteurs suivants sont constants:
_ K
Vo=V ,+ Te“’ (6)

L L
eZEv0 vecteur excentricite (7)

E=v,AL=v AL+ Ke, vecteur de Runge— Lenz ou vecteur de Laplace (8)

PREUVE:

Principe fondamental de la dynamique:
dv, K

m e
a "

de
Remarquant que: e,=— d_q)d) I'expression précédente s'écrit encore:
dv, K d e,

dt mr2(doldt) dt

240
dt

on reconnafit au dénominateur:
L=mr

et donc:
dvy K de¢

dt L dt

L étant constant (énoncé (1)) l'intégration de I'expression précédente donne immédiatement:

_ K
vA——fe¢+ Vo

ou vp est une constante vectorielle d'intégration. Autrement dit le vecteur suivant est une constante
vectorielle du mouvement:

K
Vo=Vt T e, (6)

Il s'ensuit que le vecteur excentricité e défini par (7) est aussi constant.
Le vecteur de Runge-Lenz ou de Laplace (8) est lui aussi constant puisqu'il est le produit vectoriel de
deux vecteurs constants v et L. - CQFD

Vecteur de Runge-Lenz. - le vecteur de Runge-Lenz ou de Laplace est toujours perpendiculaire au
moment cinétique L qui est constant, par conséquent, il est toujours contenu dans le plan de la
trajectoire va et r:

E.L=0 (9)

PREUVE:

K K
De vA:fe_fe‘i’ on tire, d'apres (8):

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, novembre 2012 page 5/22


http://fred.elie.free.fr/

E=KeANe —Ke,Ne+Ke=KeNe,

puisque e,Ne =e, . Comme L = Le,, et puisque (e/\ez).ez=0 (produit mixte contenant deux
vecteurs identiques), il vient: E.L = 0 (relation (9)). - CQFD

Norme de E: - La norme E du vecteur de Runge-Lenz ou de Laplace est telle que:

PREUVE:
Le carré de la norme de E est:

E’=E.E=(v,AL+Ke,).(v, AL+ Ke,)=(v ,AL).(v,AL)+2Ke,.(v ,AL)+ K?

dr do . dr do
: —e +r  L=L ; ANL=—L—e,+ Lr—- :
De: v, = dte 7 e, et e. onobtient: v, dte ” e, etdonc
d dr
(vA/\L).(vAAL):Lzrz(d—j’ +L2(E)
doé
et: er.(VA/\L>:LI"I
Finalement:

2
E=1%r? dq) + L2 — +2KLrﬂ+ KZ:L2v2A+2—KL a9 + K?=L1*v? +2—KL2+K2
dt dt dt r t mr

ou I'on a fait apparaitre le moment cinétique L = mr? do/dt.

Comme K/r = U(r) est I'énergie potentielle, la quantité f = v24 + 2K/mr = v?4 + 2U/m est 2 fois I'énergie
mécanique totale par unité de masse: f est donc constante. La norme du vecteur de Runge-Lenz est
donc fonction uniguement du moment cinétique:

Ez=fL2+K?
CQFD.

Trajectoires d‘une particule soumise a une force centrale de potentiel en 1/r: - L'équation du
mouvement d'une particule soumise a une force dérivant d'un potentiel en 1/r (probléme de Kepler) est
celle d'une conique dont I'un des foyers (ou 'unique foyer) est occupé par le centre de la force:

r(o)= L (11)

—e+ ecos(q)—q)o)

K=¢|K| avec e==x1
ou P~ K] parametre focal
e=|le|| excentricité
& —¢, anomalie vraie

(11 bis)

PREUVE: - Projetons le vecteur de Runge-Lenz ou de Laplace E sur le rayon vecteurr = OA =re;:
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2
E.r=(v AL+ Ke,).re,Zerc;—(i)+ Kr=L"v kr
m

par ailleurs, et par définition, 'anomalie vraie est I'angle que fait le vecteur r avec le vecteur constant E:

E.r=Ercos(¢—o,)

donc:

LZ
Ercos(¢—¢0):;+ Kr

il s'ensuit que I'équation de la trajectoire, en coordonnées polaires, est:

L?Im _ L?/m|K|

"mTKk+ Ecos(0—¢,) __€+ |—E|COS(¢—¢0)
K

de la forme de celle d'une conique:

_ p
r(q)) —e+ecos(¢—¢0)
avec:
_ L’
Pk
E |Kene]
e=——=——"=|eAe|
K| K] :

Montrons quee = || e || :

L

K
De: ez—(vA+fe¢) on deduit: eAe .= et par suite:

Li_a,
K| dt? dt L

K r

ﬁ%ﬂ)

o L7
|e/\ez|——(v2A+ L2+ 7 "

KZ

Calculons ensuite directement |e|? et comparons le résultat avec I'expression ci-dessus:
I K K \_L, K 2K( )
le| =e.e=_Slvat ey |\ vat e S| Vit Tt 2 ey

d d
or: vA.eq,:(%eﬁ rd—j)e¢).e¢:rd—j) donc on a l'identite:

etdonc:e=|| e||. - CQFD

Forme de la conique selon I'énergie mécanique: - La trajectoire de la particule soumise a une force
d'énergie potentielle U = K/r est:

- une hyperbole si son énergie mécanique En = 1/2 mv2A + K/r est > 0;

- une parabolesiE,, =0

-une ellipsesiEn<0

PREUVE:

Comme la nature d'une conique est conditionnée par la valeur de son excentricité e, établissons d'abord
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la relation entre I'énergie mécanique En, (ou f) et e.
On a vu plus haut que:

_rf, K. K do

e’ Vit —+2—r—
K\ 4 L2 T L odt
i d 2U0 2K . i o o
Puisque: r—‘pzi et: Vv ,=f———=f——— | il en résulte que l'excentricité est reliée a
dt mr m mr

I'énergie mécanique ainsi qu'au moment cinétique par:

LZ
=1+ f (12)

Comme le moment cinétique intervient par son carré, la valeur de e par rapport a 1 dépend directement
du signe de I'énergie f.
Le parameétre focal p est directement relié au carré du moment cinétique:

LZ
- m|K]

p

il est donc évidemment toujours positif, en l'introduisant dans (12) il vient, puisque f = 2E/m:

2pE
e=41+ —= (13)
\/ K|

et les écritures équivalentes:

K
==&
n|115| (14)
E,=——(1-¢)
2p
Il en résulte les quatre cas suivants:
* Cas répulsif e=+1 - K>0—>E,>0—>e>1
— pP

" ¥ ecos(9—0,)

On peut avoir r = += si e cos(¢ - @o) = 1. La trajectoire est une hyperbole de foyer O.

* Cas attractif ¢ =-1 - K<0
r= P
1+ecos(dp—¢,)

avec les trois possibilités suivantes:

- Si En > 0 alors e > 1: hyperbole

- Si En = 0 alors e = 1: parabole

-SiEn <0 alors e < 1: ellipse
Les cas hyperbole et parabole sont dits états libres car la trajectoire est ouverte: r peut devenir aussi
grande que l'on veut. Le cas ellipse est dit état lié car la trajectoire est fermée: r reste bornée.
L'énergie mécanique étant invariante, la nature de la trajectoire est déterminée par les conditions
initiales lors de la mise en orbite: position initiale ry et vitesse de lancement v.

- CQFD.
3 - Cas des états liés (trajectoire elliptique): Troisiéme loi de Kepler

On s'intéresse désormais aux états liés: K < 0 avec Em < 0. Ce sont les mouvements elliptiques des
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planétes autour du Soleil ou des satellites autour d'une planéte.

Troisieme loi de Kepler: - |a relation entre la période de révolution T et le demi-grand axe de I'orbite
elliptique "a" suit la Troisiéme loi de Kepler:

2

= constante (1 5)
a

PREUVE:

K
Em <0 avec Em:l mv2A—U

etK<0 (K=-|K)]), et
2 r

r= P
1+ecos(¢—9,)

Reportons-nous a la figure 2 pour la géométrie du probléme (le centre d'attraction est situé a l'origine O,
qui est I'un des deux foyers de l'ellipse avec F):

figure 2

Foyers de l'ellipse: O et F

Po: périastre ou périhélie ou périgée (point ou I'astre est le plus proche du centre d'attraction)
Ao: apoastre ou aphélie ou apogée (point ou l'astre est le plus éloigné du centre d'attraction)
a: demi-grand axe de l'ellipse: PoAo = 2a

b: demi-petit axe de I'ellipse

C: centre de l'ellipse: PoC = CA;=a

O: centre d'attraction

¢ = OC = CF distance focale

r=0A

A et P, s'obtiennent respectivement pour ¢ = @o et ¢ = o + T

Q=@ — r=04,= P

Q=@+ T — I”:OPO:lfe

2
Onadonc: P,4,=2a=0P,+ O4,= lfe+ lfe =7 _]; , donc:
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Distance focale: c=0C:AOPO—0PO—CAO:2a—lfe—a:ea , soit:

c
e=— (17
- (1)

La relation (14) entre E, et e et p donne la relation entre Em et a, suite a (16):

. =Kl (1g)

E :—@(1—e2)-> E,=
2p 2a

Relation entre les demi-axes a et b: pour cela, exprimons I'équation cartésienne de l'ellipse dans le
référentiel (OXY):
p=r(1+ecos(¢ —¢o>) avec r’=X°+1? et

X=04cos(p—¢,)=rcos(p—o,)

2 2
donc: p=eX+r = (p—eX)?=r’=X>+Y> > X°+ 2peX+ Y _p
1—e? I—e? 1-¢?
_p o (X+ae v _
= : =1 .
Comme a —o? (relation (16)) il vient pE Z(1=¢) , de la forme
X'?2 Y'?
a’? * b? =1 (19)

avec: X'=X + ea
Y'=Y

b=a+v1—e?> (20)

(19) et (20) montrent que I'on a une ellipse de centre C, OCZ(c:Oea) , d'axes 2a et 2b ou b est
donnée par (20).

L _ S
Période de révolution: (3) permet d'exprimer la vitesse aréolaire Vfﬁ:? , ou S est l'aire de

l'elipse et T la période de révolution cherchée. Or: S=mab=na’J1—e’> daprés (20), et
L=+ pm|K| avecp=a(1-e?,dou:

_2mS_2mrcaZ\/1—e2 . An’ma’
T= = soit 7?=——— ou encore:
L VpmlK]| K]

77 _4n’m _

= =constante

a K|
qui est le résultat (15) annoncé.
- CQFD
Remarques:

1°) - Dans la troisieme loi de Kepler: T?a® = 4m2m/|K|, m est la masse de la planéte et |K| = GMm, ou M

masse du centre attractif (exemple: Soleil), on a donc:
I _4m?
@ GM

(21)
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qui ne dépend que de M: la relation période-distance est la méme pour toutes les planétes d'un méme
systéme solaire.

2°) - On a établi les relations (13), (16), (20) entre a (ou b) et p et e. Mais p et e sont par ailleurs imposés
par L et la vitesse initiale vO (relations (7), (11 bis), (12)):

L
e=|le|| avec: e=—v,
K
LZ
P=—"=n
m||K|

donc la trajectoire elliptique, pour une planéte de masse m donnée, est entierement définie par la seule
donnée de sa vitesse initiale v, et de son moment cinétique, donc sa position initiale ro.

3°) - Que la période de révolution T dépende seulement du demi grand axe a (3ieme loi de Kepler (15))
implique que la vitesse varie le long de la trajectoire. En particulier:

K K
Em:l mv?, —|—r|:constante:— %(1 —e?)=— |27!| donne la dépendance de la vitesse avec

2
vazm(z_i)

m\r a
soit encore, puisque |K| = GMm :

vZA:GM(%—l) (22)
r o a

Donc va est grande quand r est petit et faible quand r est grand. Elle est maximale au périhélie PO et

minimale a l'aphélie A, pour lesquelles on a respectivement: rZOPozlfe et r=04,= lfe

Compte tenu des relations (7), (11 bis) et (12) donnant e et p, on obtient donc, a partir de (22):
K]

VAmax: L +V0

_IK]

Amin L Vo

(23)

d'ou la relation de conjugaison entre ces deux valeurs extrémes:

2
5

4 - Cercle apsidal, anomalie excentrique et équation de Kepler

VY smax Y dmin—

(24)

Définition du cercle apsidal et relation entre I'anomalie excentrique et I'anomalie vraie: - Le cercle
apsidal est le cercle circonscrit a I'ellipse, de rayon a et de centre C: il est donc tangent a l'ellipse aux
points A, et Py (figure 3).

Soit A’ le projeté orthogonal du point mobile A sur le cercle apsidal. L'anomalie vraie étant I'angle polaire
(o - @o) entre OP, et OA, on définit 'anomalie excentrique I'angle 8 entre OP, et OA'".

Entre I'anomalie vraie (¢ - ¢o) et 'anomalie excentrique 8 on a la relation:

q)_q)o _ : Q
2 )_\/1+etan2 (23)

tan (

PREUVE:
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Soit H le projeté de A’ sur I'axe OX parallélement a Oy (figure 3).

Des relations: OH = OA cos (¢ - @o) =r cos (¢ - ¢o) = OC + CH=ea + CH (car OC =c = ea)
CH=CA'cosB6=a cos 6

on tire:
rcos (¢-@o)=ea+a cos9

rcos(p —d,)=a(e+ cos0) (4)

D'autre part: AH =ya =rsin (¢ - @o) = HA' - AA'
HA'=y'a=asin®

figure 3

On détermine AA' par la transformation affine du cercle apsidal en l'ellipse:
- sur le cercle apsidal (dans le repére CXY): X2y + y?4 = a?

XZ 2
- sur l'ellipse (dans le repere CXY), avec la méme abscisse Xx: 2H+ );ZA =1
a
yzA’:az_XzH v, 2 b2 XZH 1
donc: Xy - \y,.| @ = X, - A=b
y2a=b?1- a’ ’ 1 zH Yar @
a

Comme p=qg+1—e? ilvient:
yA:yAVl—eZ (26)

Donc: on passe du cercle apsidal a l'ellipse par une transformation affine des ordonnées de rapport

Vi—e? .

Il reste a calculer AA' pour terminer le calcul de AH:

Ad'=y —y, =y, (1-V1—e?)=asinB(1—v1—e?) d'apres (26)
ot AH=rsin(¢p —¢o)=HA'—AA'=y,—(y ,—y ) =asin0—asin0(1 -1 —e?)=a+/1—e?sin O
rsin(§p—¢,)=av1—e?sin® (o)
On additionne les carrés des deux expressions ¢ et & :

r2cos?(p—¢ )+ r2sin?(o—¢,)=r’=a?(e+ cos0)2+ a>(1—e?)sin’0
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ce qui permet d'exprimer r avec I'anomalie excentrique:

r=a(l+ecosf) (&)

Combinant 4 avec #, on obtient: 7 cos(¢p —¢,)=a(1+ ecosB)cos(p —d,)=a(e+ cos0)
Combinant 4 avec #, on obtient: 7 sin (¢ —d,)=a(1+ecosB)sin(p—¢,)=av1—e?sind
d'ou les deux relations entre les anomalies:

__ e+ cosB . _y_V1—e’sin0
cos (¢ ¢°)_l+ec0s6 et sin(p—¢,)= 1+ ecos®

On cherche une relation unique entre les tangentes liées aux deux anomalies. Pour cela on utilise les
formules de trigonométrie bien connues suivantes:
O —b, I—COS((]) _q)o)

S2¢—¢0:1+COS((])—¢0) of  sin? _
2 2 2 2

(¢10)

ou l'on remplace les cos et sin de (¢ - @o) par leurs expressions ci-dessus, puis on fait le rapport, ce qui
donne:

2¢—¢o_1( e+ cos0 )_1 1+ ecos 0+ e+ cos0
cos2———=—|1+ —

2 2 I+ecos6/ 2 I+ ecosO
sinzq)_q)‘):l(l_ e+ cosf ):ll+ ecosf—e—cos0
2 2 l+ecosO/ 2 1+ ecosB
sinz—q)_q)o
tanzq)_q)oz 2 :1+ecosG—e—cos(%):(l—cosﬁ)(l—e)
2 COSZq)_q)O 1+ ecosO+ e+ cos® (1+ cosO)(1+ e)
2

1—cos6=2sin29

, e b 2

or, autres formules de trigonométrie bien connues: —  tan? =tan?—
1+ cos 6:200525

ce qui donne:

Il commence a m'énerver,
le Fred, avec ses « formules
bien connues de trigo ! Je
suis sar qu'il ne les q) B ¢0 l—e 0
connait pas lui-méme...

qui est le résultat (25) annoncé.

- CQFD

équation de Kepler: - L'anomalie moyenne est I'angle M parcouru sur le cercle apsidal avec une
vitesse angulaire uniforme, de méme période T que le mouvement sur I'ellipse.

Le moyen mouvement n est la vitesse angulaire uniforme n = 211/T avec laquelle le cercle apsidal est
parcouru en un tour complet.

Si I'on désigne par T l'instant de passage au périastre P, et par t l'instant ou la planéte est en un point
quelconque A sur l'ellipse, par définition de I'anomalie moyenne M on a, entre M et t, la relation évidente:
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M=n(t—7) (27)

L'anomalie moyenne s'exprime en fonction de I'anomalie excentrique par I'équation de Kepler:
M=0—esin0 (28)

PREUVE:

On se reporte a la figure 3 précédente:

- Aire de OAGA balayée par OA, sous-tendue par I'arc AOA (ellipse):

_[ds
S, ()= - dt

T

. L L _C | ,
or dS/dt = V, est la vitesse aréolaire, constante: V, :EZE ou C est la constante des aires, alors:

t
S,(0)=[ v ai=S(1-0)=S M gapres (27),
a 2 2 n
ou: £=l£i et suite a la troisiéme loi de Kepler (21): T=2xn a et a la relation (11 bis)
" 2n 2m2m ’ -
donnant p: p=L on obtient: Qzl\/ﬁ ; utilisant (16): p = a (1 - €?), on a finalement:
m|K| 2n 2 ’ ’

Sl(t):%an—eZM (29)

- Aire OAA' balayée par CA', sous-tendue par I'arc AoA' (cercle apsidal):
S, = aire triangle (OHA') + aire (HAA")

aire triangle (OHA") = OH x HA' /2 = OH x ya /2

Xy,
aire (HAOA') = fyA,dX ,ord'aprés (26): y,= 1yA -
X, —e
Onadonc: S L lOH + } dX
C T e |2 Ya 3 Y

mais on remarque que: Sy = aire triangle (OHA) + aire (HAA), avec:
aire triangle (OHA) = OH x ya /2

A0

aire (HAA) = [ y,dx
XII
donc le terme entre crochets dans I'expression de S, ci-dessus est égal a 'aire S,, finalement:

_ 5
2 1=’

S (30)

il résulte de (29) que:
Sf%aZM (30 bis)

D'autre part: S; = aire (OA¢A") = aire (CA,A') + aire triangle (OCA'), dans le cas ou l'origine des
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coordonnées est O.
Si, comme le suggeére la définition du moyen mouvement, ou la position de A est comptée a partir de
périastre Po, I'anomalie vraie est en fait le complémentaire de (¢ - @o), et I'anomalie excentrique est celui
de 6, alors on a plutbt:

S, = aire (CAA") - aire triangle (OCA")

avec: aire (CA/A') = (6/2m) x (aire totale du cercle apsidal) = (6/21) TTa? = 6a%/2
aire triangle (OCA') = aire (OHA') - aire (CHA"), avec: aire (OHA") = OH x HA' /2
aire (CHA') = CH x HA' /2

OH=0C+CH
donc aire triangle (OCA") = OC x HA' /2
Il vient donc:
1 1 ,
5225 0a’ - OC.HA

Or: OC =c=eaetHA'=yA' = asin 6, donc: SZZ%GaZ—%eaZ sin® qui est aussi égal a (30 bis):

1 . 1
S2=§a2(6—esm6)25a2M

par conséquent:
O—esinO=M

qui est I'équation de Kepler (28) annoncée.
- CQFD.

Remarques:
- autre démonstration de I'équation de Kepler - Nous allons montrer que la quantité suivante est une
constante de mouvement, 1, appelée époque (c'est l'instant du passage de l'astre au périastre):

r=t—l(6—esin6)
n

qui est I'équation de Kepler. En effet:
Dans le repére CXY:
CH=acosH

CH
CA= avec X?
(HA) HA=y,=by1-——~
a

or: b=avl—e’ et X, ;=CH=acost donc: HA=y,=av1—e?sinO .On adonc:

CA= a( __cosb d'ou la vitesse: v —dCd_ [ —sinb 1d8
~\V1—e%sin6 S dr T \W1—e?cosB] dt
par conséquent:

2
v, =a?(1 —ezcoszﬂ)(%)

Ki[2 1
Or v, est aussi égal a (22): vazu(———) et r=a(l+ ecos0)

mi\r a

3
ma

K]

(1+ ecos0)d 6 , qui s'intégre en:

L'égalité avec I'expression précédente conduit alors a: dt:\/

3

ma .

t—1:=\/—(8+ esin0)
Iq

L'utilisation de la troisieme loi de Kepler et de la définition (27) de I'anomalie moyenne, conduit
finalement a:
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n(t—1)=M=0+ esin0

Cette relation est valide lorsque l'origine est en O et la date initiale est le passage a l'apoastre Ao
(configuration de la figure 3). Si la date initiale est le passage en P, et I'origine en F (conformément a la
convention adoptée en astronomie) on doit écrire: M = 8 - e sin 0, puisque dans ce cas r = a(1 - e cos 6).

- Coordonnées héliocentriques: Désormais, on place l'origine des axes O en F, et F est déplacée a
I'ancien O, de sorte que les positions de l'apoastre A, et du périastre Py sont elles aussi interverties
(figure 4: coordonnées héliocentriques). Dans ce cas l'astre est en P, lorsque I'anomalie vraie est
nulle @ - ¢o = 0 et en Ao lorsque @ - @, = 1. Il s'ensuit que dans ce repére, on a I'équation de Kepler (28)

n(t—1t)=M =0—esin0
et que la relation (25) entre I'anomalie vraie et 'anomalie excentrique devient:

Pp—q, 1+ e 0
= — (3
tan > o tan2 (31)

figure 4

Si l'on connait I'excentricité de l'orbite e, I'équation de Kepler (28) permet, a un instant t donné, de
calculer I'anomalie excentrique 0, puis par la relation (31) de calculer I'anomalie vraie ( @ - @; ). On
obtient ainsi la position de la planéte A sur sa trajectoire par les relations (%) et (#) réécrites dans le
repére héliocentrique:

a(l—e?)
1+ecos(p—a,)
OH =x=a(cos0—e)=rcos(dp—d,)
HA=y=a \/1—e2sin6:rsin(q)—q)0)

OA=r=a(l—ecosB)=
(32)

Mais pour calculer (32), il faut avoir résolu I'équation de Kepler (28) pour un instant donné t. Or celle-ci
ne peut qu'étre résolue par approximations successives, car il s'agit d'une équation transcendante.

5 - Eléments de I'orbite

Jusqu'a présent, nous avons défini les mouvements kepleriens dans un plan, celui qui contient la
trajectoire elliptique, a l'aide de trois quantités constantes: le vecteur de Runge-Lenz ou de Laplace E, le
moment cinétique L, et I'époque 1, c'est-a-dire la date du passage au périhélie.

Cependant, le plan de la trajectoire doit étre défini et orienté par rapport a un repére de l'espace OXYZ
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pris comme référence d'observation (figure 5), ou l'origine O est choisie étre le centre d'attraction (le
Soleil s'il s'agit du mouvement des planétes). Il faut donc 6 paramétres pour déterminer I'orbite elliptique
d'une planéte fixées par les conditions initiales, lesquelles déterminent les constantes du mouvement,
comme on l'a vu. Ces paramétres sont fonctions des constantes citées précédemment. moment
cinétique, vecteur de Runge-Lenz, époque. Leurs ensemble s'appelle éléments de l'orbite.

En général, en astronomie, les six éléments de 'orbite choisis sont:

- l'inclinaison i du plan de l'orbite sur le plan OXY (par exemple, ce plan peut étre le plan de I'écliptique
terrestre); l'intersection du plan de I'orbite avec le plan de référence OXY est un segment de droite NN'
appelé ligne des nceuds, ou N est le nceud ascendant pour lequel la projection de la vitesse de la
planéte sur OZ passe au-dessus de OXY, v.k = v, > 0, et N' est le noceud descendant pour lequel cette
projection passe en-dessous de OXY: v.k = v, < 0 (le vecteur unitaire k est le vecteur porté par I'axe
0Z); i est compté de 0 a 180°: pour 0 <i < 90° le mouvement est dit direct, pour 90° < i < 180° il est dit
rétrograde;

- I'angle Q = (OX, ON) appelé longitude du nceud ascendant;

- I'angle w = (ON, OP,) appelé argument du périastre (ou périhélie) P, de I'orbite elliptique;

- le demi-grand axe de l'orbite a;

- I'excentricité e de l'orbite;

- I'époque T.

Historiquement, c'est Lagrange qui fut le premier a introduire les 6 éléments de I'orbite pour étudier le
mouvement des planétes et leurs perturbations; mais il avait choisi le paramétre de l'ellipse p au lieu de
I'excentricité e, ces deux quantités étant reliées comme on I'a vu.

figure 5

Dans tout ce qui suit, on choisit ¢, = 0 comme origine de I'anomalie vraie.

Il est facile de vérifier que les coordonnées de la planéte A dans le repére OXYZ se déduisent de celles
(r, @) dans le plan de l'orbite, par les relations:

X =r(cosQcos(w+¢)—sinQsin(w+¢)cosi)
Y =r(sinQcos(w+¢)+cosQsin(w+d)cosi) (33)
Z=rsin(o+¢)sini

On calcule (33) lorsqu'on a déterminé r et ¢ comme indiqué au paragraphe 4.

Tout se passe bien tant que I'on considére que l'interaction Soleil-planéte est un probléme newtonien a
deux corps ou les paramétres de l'orbite sont fixés une fois pour toutes. En réalité, la planéte subit
l'influence gravitationnelle des autres astres, ce qui a pour effet d'apporter des perturbations a la
trajectoire correspondant au probleme des deux corps. Lagrange a considéré que ces perturbations se
traduisent par des modifications plus ou moins lentes des paramétres de l'orbite, autrement dit des
eléments de l'orbite, et ont pour effet de déformer avec le temps la trajectoire elliptique. C'est en
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modélisant la fagcon dont ces constantes du mouvement évoluent avec le temps, suite aux perturbations,
que ce savant a pu découvrir les critéeres de stabilité des trajectoires, et aussi, et surtout, inventer les
bases de la mécanique symplectique qui régit aujourd'hui toute la physique dés lors qu'elle cherche les
invariants, les moments et les symétries des systémes, qu'ils soient mécaniques, quantiques,
cosmologiques, complexes... Ainsi, Lagrange, en s'intéressant a la prédiction des mouvements
planétaires, a-t-il doté l'esprit humain d'un outil de connaissance fondamentale: le formalisme
symplectique! (références (2), (4), (5)).

Notons que d'autres combinaisons d'éléments de l'orbite sont aussi employées pour les calculs de
mécanique céleste:

- la longitude vraie de la planéte: A= Q +w + @

- la longitude moyenne de la planéte: £ = Q + w + M, ou M est I'anomalie moyenne; on notera que la
longitude moyenne est la somme d'angles non contenus dans le méme plan; la quantité Q + w est la
longitude du périnhélie.

Hormis I'époque, les cing autres éléments de l'orbite, ou leurs combinaisons, sont exprimés en fonction
du temps du fait des développements aux premiers ordres des perturbations, ou le temps est exprimé en
siécles juliens (36525 jours moyens) a compter de la date de référence 31 décembre 1899 a midi de
Greenwich.

6 - Mouvement apparent du Soleil autour de la Terre: équation de temps

En appliquant ce qui précéde au cas de la révolution de la Terre autour du Soleil, que peut-on déduire
sur le mouvement apparent du Soleil sur la sphére céleste?

Mouvement apparent du Soleil autour de la Terre: cela signifie que, dans le cas du probleme a deux
corps, les mouvements sont relatifs et que, par conséquent, on peut toujours ramener la description de
la révolution de la Terre autour du Soleil a la révolution du Soleil autour de la Terre, suivant une ellipse
dont I'un des foyers est occupé par la Terre (figure 6).

figure 6

Dans ce qui suit, la Terre est donc située en O, comme si c'était le centre d'attraction, et le Soleil joue le
réle de I'astre A mobile sur I'écliptique (la trajectoire elliptique de la Terre). L'argument du périhélie w est
I'angle entre OPO et la ligne des nceuds N'N, compté a partir du nceud ascendant N que I'on appelle
encore le point vernal y, point ou le Soleil coupe I'équateur céleste au moment de I'équinoxe du
printemps (cf. article (6)).

Pour simplifier on pose I'époque égale a zéro: 1= 0.

Nous allons utiliser I'équation de Kepler sous la forme (28), et la relation entre les anomalies vraie et
excentrique sous la forme (31) compte tenu du repére et de I'orientation choisis a la figure 6:

O—esinB=nt

b \/1+e 0

tan —= tan—
an2 | —e an2
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Dans le cas de la Terre, ces relations peuvent étre approchées par un développement limité car
I'excentricité de I'orbite terrestre est assez faible: e = 1/60 (I'orbite terrestre est presque un cercle); on a,
a l'ordre deux:

1+€_ l P 3
\/l—e_1+e+ Se +o(e’)

que l'on injecte dans la relation entre les anomalies: tan%m( I+e+ —ez)tan— . posant u = tan(6/2) et

]

€ = (e+e?2)u, l'expression précédente s'écrit encore: tan > ~u+eu ; or € est trés petit devant 1, il

s'ensuit que l'expression suivante ¢:2arctan(u+ su) peut admettre un développement limité a
l'ordre 2 au voisinage de u:
u

1+ u?)

— 2 3
arctan(u+ e)—arctanu+ s uza—( 5 € +o(a )

et I'on obtient:
2
¢ =0+ esin 0+ % sin20+ o(e’) (34)

Pour terminer le calcul de I'anomalie vraie ¢ (34), reste a exprimer |I'anomalie excentrique 8 en fonction
du temps t par l'équation de Kepler, celle-ci ne pouvant étre résolue que par approximations
successives:

- lors de la premiére itération k = 1, on néglige le terme en e dans I'équation de Kepler:

0,=nt+o(e)

- lors de la 2e itération k = 2, on remplace, dans I'équation de Kepler 6 par 6: en poussant jusqu'au
premier ordre de e:

0,=nt+esin®,=nt+ esinnt+ o(e?)

- lors de la 3e itération k = 3, on remplace, dans I'équation de Kepler 0 par 8, en poussant jusqu'a
l'ordre e
0,=nt+esin0,=nt+ esin(nt+ esinnt)

2
=nt+ esinnt+ %sinZnH 0(63) (35)

ou I'on a assimilé sin(e sin t) a (e sin t);
- et ainsi de suite:  0,, ,=nt+ esinb,

Mais on s'arréte a I'ordre e? et en injectant (35) dans (34) on obtient la variation de I'anomalie vraie en
fonction du temps a l'ordre e

d=nt+2esinnt+ %ezsin2nt+ o(e’) (36)

La vitesse angulaire le long de I'orbite est donc:

a;—j)zn 1+ 2ecosnt+ 362008271” o(e’) (37)

On voit qu'elle est pratiquement égale au moyen mouvement de la Terre n, qui vaut n = 3548,1928"
fjour, corrigé des termes d'ordres supérieurs de I'excentricité e.

De (36) on déduit que la longitude vraie du Soleil (ou longitude écliptique du Soleil) sur l'orbite apparente
du Soleil autour de la Terre, si I'on prend la longitude du nceud ascendant Q = 0, est égale a:
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A=Q+ o+ ¢=w+ nt+ 2esinnt+ %ezsinnH o(e’) (38)

ou la longitude du périhélie est comptée dans le sens direct depuis le point vernal y et vaut actuellement:
w =283°

Reportons-nous a la figure 7, reproduite de la figure 1 de l'article (6), qui nous permettra de calculer
I'évolution de lI'anomalie excentrique 8, au premier ordre de I'excentricité e, en fonction du temps et de la
longitude écliptique du Soleil, et par suite, de calculer le jour solaire vrai.

On sait que I'axe de rotation de la Terre sur elle-méme (ou axe des pdles) OP, est incliné sur I'axe OO’
perpendiculaire au plan de I'écliptique, d'un angle € = 23°26' (cette inclinaison est responsable du
phénoméne de la précession des équinoxes). Il s'ensuit que la longitude vraie du Soleil A = (yA), angle
entre le point vernal y et la position A du Soleil sur la sphére céleste compté le long de I'écliptique, est
différente de l'ascension droite du Soleil a = (yA), angle entre le point vernal et la projection A, du Soleil
A sur I'équateur céleste (le plan de I'équateur fait I'angle € avec le plan de I'écliptique).

La déclinaison du Soleil est I'angle sphérique & = (AyA?). les coordonnées équatoriales du Soleil sur la
sphére céleste sont (a, 0).

A noter qu’aux équinoxes: 8 = 0, et qu’aux solstices & = + €.

Le mouvement diurne est repéré par la rotation de la sphére céleste autour de l'axe des pbles OP
perpendiculaire a I'équateur céleste: il faut donc repérer le mouvement apparent du Soleil au moyen de
sa projection A; sur I'équateur.

figure 7

Dans le triangle sphérique yAA::
cosA=cosdcos a
sinA cose =cosd sin o
d'ou:
tano.=tan Acose¢
soit encore:

sin(a—?\)Z—tanZ%sin(ow \)

Comme a et A sont proches, on peut assimiler sin (a - A) = a- Aetsin (a+ A) = sin 2A, d'ou:
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a~h+ R

ou: R=-—tan 2%sinZ A

Le terme correctif R s'appelle réduction a I'équateur. En exprimant A avec (38), on obtient finalement
pour I'ascension droite:
oa=w+nt+C+R

oA . 5 )
avec: C—2esmnt+zezsmnt (39)

et: R:—tan2§sin27x

(39) décrit le mouvement apparent du Soleil par rapport a I'équateur céleste, donc son ascension droite
a en fonction du temps et des quantités connues: I'excentricité e, le moyen mouvement n, la longitude
écliptique A.
Le terme:

a=w+ nt

est I'ascension droite moyenne apparente du Soleil. Elle difféere de I'ascension droite "vraie" a de la
quantité C + R qui s'appelle "équation du temps":

oa—a=C+ R=2esin nt—tanzgsin2 A (40)

qui représente le terme correctif d0 a I'excentricité de I'orbite et a l'inclinaison de I'axe des péles sur
I'écliptique.

Le temps sidéral Ts est la somme de I'angle horaire H et de |'ascension droite a (figure 7). lorsqu'on
utilise I'ascension droite moyenne @ a la place de q, I'angle horaire correspondant sert a définir le jour
solaire moyen: c'est le temps entre deux passages consécutifs du Soleil au méridien du lieu S (figure 7)
en supposant que le Soleil se déplace sur I'équateur céleste avec un mouvement uniforme n:

H=T,~a=T ~w-nt (41)

tandis que l'angle horaire vrai sert a définir le jour solaire vrai; il est égal a la différence entre I'angle
horaire moyen et I'anomalie excentrique, prenant donc en compte l'irrégularité de la vitesse de la Terre
sur son orbite autour du Soleil, parce que a cause d'elle l'intervalle de temps entre deux passages
consécutifs du Soleil au méridien varie au cours de l'année:

H=H—-0 (42)

ou 0 est obtenu avec une assez bonne précision par (35) a partir de I'équation de Kepler.

La, tu en fais
un peu trop,
Photon : je ne
suis pas le
centre du
monde !

Je n'y peux rien,
Méson : il semble que
tu sois devenu un
centre d'attraction !
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