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Abstract : |l existe des ambiguités dans la manipulation des rotations définies classiquement. Une des
solutions pour lever ces ambiguités consiste a utiliser les groupes de Lie des rotation et leurs
représentations adjointes. Ceci permet d'étendre aux rotations finies la levée des ambiguités obtenue
dans les développements des rotations au voisinage de l'origine, introduisant ainsi les générateurs du
groupe des rotations. Les rotations sont donc reconsidérées au moyen des algébres de Lie, en particulier,
pour ce qui concerne les rotations spatiales 3D, les algébres de Lie so(3) et su(2) des groupes de Lie
SO(3) et SU(2). Ces deux algeébres de Lie sont isomorphes mais les groupes n'ont pas méme topologie.
On arrive alors au concept de spineurs : leur groupe est le revétement universel de SO(3) donc introduit
une manipulation exacte des rotations. Par les spineurs, il apparait des invariances par rotation sous un
angle de rotation de 41 et non plus de 21 (existence du spin 1/2, caractéristique du spin des fermions).
Les spineurs conduisent naturellement au traitement des rotations avec SU(2) et son algébre de Lie, qui
est adapté a la mécanique quantique : il donne au moment cinétique, qu'il généralise aux moments
orbitaux, intrinséques (spins), magnétiques, isospin..., un réle central dans les états quantique. Une
incursion dans ce domaine survole ce role important en Partie 2. Les spineurs Spin(3) sont isomorphes a
la sphére S°, elle-méme isomorphe au groupe des quaternions qui, comme beaucoup d'autres obijets,
admettent un formalisme utilisant I'algébre de Clifford. En particulier, les quaternions sont utilisables pour
les rotations dans un espace 4D, et celles dans 3D sont des restrictions par lesquelles on exprime les
rotations au moyen de la formule de Rodrigues (ou par la transformation de Cayley).

Cet article est alors 'occasion de relier des concepts mathématiques : groupes spéciaux orthogonaux,
algébres de Lie, algébres de Clifford, topologie algébrique, etc. et les concepts de la mécanique quantique
pour lesquels ils font ressortir leurs profondeurs algébriques, géométriques et topologiques.

Ce document présente les notions au fur et a mesure de leur utilisation tout en s'efforgant d'étre assez
auto-porteur, sans prétendre bien évidemment a étre exhaustif. Il offre une occasion, toujours renouvelée,
de constater l'interaction forte qui existe entre la problématique de la physique, dans laquelle le sens de
I'objet doit toujours se ramener a l'opération de mesure, et la problématique des mathématiques, dans
laquelle cette opération est possible sous la condition nécessaire de raisonner sur linvariance de
certaines propriétés de l'objet, mettant en rapport des entités et des catégories intermédiaires abstraites
et formelles.

Pré-requis : référence [1]
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PARTIE 1 :
QUATERNIONS, GROUPES DES ROTATIONS ET LEURS ALGEBRES DE LIE

1 — Ensemble des quaternions de I'algébre de Pauli C,
1.1 - Ensemble des quaternions de I'algébre de Pauli C,

Un quaternion est une matrice 2x2 complexe de la forme :

z, —z%

Qlzpzy)=| 1 " 2] (1)
z z*
2 1

ou « * » designe le conjugue, z, et z, sont complexes. On note Q, I'espace vectoriel des quaternions. On
a vu en reférence [1] que les quaternions Q, sont une sous-algebre de l'algebre de Pauli C;, (C,,

construite sur I'espace vectoriel R3 surle corps des nombres réels, est de dimension 8 : dim C, = 28 = 8).
La dimension de Q, est 4 : dim Q, = 4, comme on va le voir.
On a aussi vu en [1] que C; est une algebre de Clifford, dont les éléments sont appelés des c-nombres.

Comme indiqué au point 2.2 de [1], les c-nombres peuvent toujours étre représentés par des matrices
carrées, de sorte que leurs produits se raménent aux produits de matrices carrées.

1.2 — La définition (1) équivaut a celle (77) de la référence [1]
Cette définition est :

0=0 +ialQ,

ol o est un réel, Q,, un vecteur de carré 1, Q,, 2=1, Qg est la composante scalaire :
_v0 < 0
Qs=X"1 ou X eR

1 est la matrice unité 2x2. Remarque : Q,, 2 n'est pas a strictement parler un produit scalaire, c'est le carré
au sens du produit de Clifford ; écrire Q,, 2=1 signifie qu'il est de norme 1, mais c'est un bivecteur.

Ona: Q(z,,z,)=X"1+X'A +X*A,+X°A, avec:

(10} 4 _fo -1} . _[i o) ,_[o i
oo Sl )l St )

avec: XOZRe(zl) , X1:Re(z2) , X2:Im(zl) , X3:Im(zz)

La décomposition (2) de Q(z,,2,) est unique dans le systeme (1, A', A2, A3) puisque les coefficients XX
sont fonctions des coefficients de la matrice (1). Donc Q, est un espace vectoriel engendré par la base
formée des quatre vecteurs, qui sont en fait des matrices (1, A", A2, A%), donc dim Q, = 4.

NB : Les XX sont réels donc Q, n'est pas un espace vectoriel sur le corps des complexes, mais sur le

corps des réels.
Or les matrices de Pauli sont :

_fo 1} _fo -} . _[1 0

etlona:
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0102:A2:103
0203:A3:101

0,0,= —A1:io

371 2

donc :
_ 0 1 2 3 _
Q(z,,2y))=X"1-X 0,0,+X°0,0,+X°0,0,=Q+Qp

1
203—X 0,0, est la composante

bivecteur. Q(z,,z,) se décompose suivant I'expression vue a la preuve de la relation (77) de [1], avec les

ou Qg = X%1 est la composante scalaire et QB:X20102+X30

correspondances : X4 = X2, Xg = X3, Xg = X1 ; Or on a montré que QB s'écrit: Qs =i 1Qva, ou o€R

avec Qy, 2 =1, La définition (1) est donc équivalente a (77) de [1].

Montrons directement que Q, est une algébre sur R de base (1, Al A2 A3) et un corps gauche (i.e. non

commutatif) :
I suffit de montrer pour le produit la stabilité, I'existence de I'élément neutre, I'existence des inverses, et la
non-commutativité.

- Soient Q(z,,z,) et Q(z';,z',) deux matrices de Q,. Leur produit est égal a :

Comme pour deux complexes on a (zz')* = z*z™*,on a :
Q(Z,II’Z,'2):Q(Zl’22)Q(Z,1’Z,2): 1 2

! rr —

. ' = r_ * 4 * ! n " : AlA .
avec: Z | =Iyz —z,"z, et Z ,=z,z+z;7z2, .DoncQ(z"{,z",) estaussiun élémentde Q,:
il y a stabilité pour le produit.

- Elément neutre pour le produit : il est immédiat que c'est :

1=0(1,0)

- a ce stade, Q, est donc une sous-algebre de I'algebre reelle des matrices complexes 2x2 (voir définition
d'une algébre au §1 de [1].

- Existence des inverses : cherchons Q(z1,22)'1 telle que
-1
Q(ZI: Zz)Q(er 22) =0(1,0)=1
Q(z1,22)'1 existe si et seulement si le déterminant de Q(z,,z,) est non nul :
2 2
detQ(Zl,Zz):’zl‘ +’22‘ >0

si et seulement si au moins z, ou z, n'est pas nul ; donc les matrices Q(z,,z,) # Q(0,0) sont inversibles,
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d'inverse Q(z,,z,)" = Q(z';,Z,) avec :

1 ;o 2

2 2
|21]

2
gl

- Non commutativité :
On a vu plus haut le résultat de Q(z4,z,).Q(z'4,2',) que I'on va comparer avec Q(z',,2',).Q(z,,2,) :

' o % _ %k ’ o1 % _ ! ok *
, , _ z 1 z ) Zl ZZ _ 4 121 z 2 Z2 (Z 221+Z 1 22)
QZI’ZZQZI’ZZ * ' ro%k ' 1% *
V4 zZ 221+Z 1 Z2 (Z 1ZI_Z 2 22)

qui est différent de Q(z",,2",).
1.3 — Quaternions purs

Ce sont des quaternions P(z,,z,) tels que z, = iy,, z, = X, * iy,, soit P(z,,z,) = Q(iy, X, + iy,).
L'ensemble des quaternions purs est noté P, un élément de P, s'écrit donc :

iy —Xx,tiy
P(ZI’ZZ): '1 2' 2 (4)
X2+ly2 _lyl

On voit immédiatement que :
Plz,,2,)=X" 4, + X 4,+ X 4,
puisque X = 0, avec X' = x,, X2 = y,, X3 = y,,. Donc P, est un espace vectoriel réel de dimension :
dim P, =3
C'est un espace métrique euclidien de norme :

|P||=\det P(z,,z,) (5)

: 22,2, .2
puisque HP(ZI,ZZ)H = x5+ Y5+ Y]
Avec cette norme, la base (A4, A,, A;) est orthonormale :
En effet, définissant le produit scalaire de P(z1, 22) etP (z'1, 2'2), avec :
_ vl 2 3 4 _
Pz, 2,)=X A+ X A+ X~ A;=x, A +y A+ y, A,

! ! J— Il (2 V3 J— ! ! !
Plz',2' )= X" A+ X " A+ X" A;=x' A +y' Aty Ay

par :
Plz,,2,).P(z" 2" )=x, x4y, v 41, v =X X T+ X2 x 2+ X3 x 3 (6)
10%2)" 1'2 2)TXp X TV Y TV
ona: A;A;=d,.0,j=12.3 et |4 ||=\det(4)=1 car:

i 0
0 —i

0 i
i 0
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Le produit vectoriel de P(z,, z,) et P (z'4, Z';) est :
Pz, z,))xP(z'),2"))=(xy 0" =x ")y ) A+ 3 =0 " 3 A+ (3,0 =0 ") x, ) Ay (7)
Le produit des deux quaternions purs P(z,, z,) et P (z', Z',) est alors :

P(ZI’ZZ)P(Z'LZ’2):(x2A1+y1A2+y2A3)(x ’2A1+y'1A2+y’2A3)
! 2 ! 2 ! 2 ! 1 ’
=Xy X Ayt y Ay, Ay, vy A Ay, v, A Agry x,A) A
Ty Ay Asty,x ) Ay Aty v’ A3 A,

Or: A,=io,, A,=io, , A;=i0, et 0,321 , donc Aiz—l , d'ou

‘N
N
[

1 2——i02i03:0203:A3:i01
A1A3:—i02i01=0201:— =10,
A2A3:i03i01:—0301:A1:i02
,4,=7104i0,=0,0,=—4;=-i0,
A3A=—i0,i0,=0,0,=A,=

A3A2=z01103:—0103:—A1=—10

donc :

P(ZlJZz)P(Z’1’le)z_P(erzz)'P(lelz’2)1+P(21’22)XP(Z’1JZ’2) (8)

et on note que Pl(z,,2))XP(z',z'))==i1P(z,,z,)AP(z",2",) qui lie le produit vectoriel au
produit extérieur vu dans la relation (23) de [1]. La relation (8) ci-dessus est un produit de Clifford de deux
vecteurs de R® puisque ceux-ci sont assimilés a des quaternions purs.

Un quaternion pur est un bivecteur puisqu'il se décompose sur 00 , voir relation (19c¢) de [1]. Le produit
de deux quaternions purs s'écrit, avec les produits intérieur et extérieur :

P(z,,2,))P(z',2z'))J=PP'==P.P'1=iPAP' (9

Tous les quaternions de Q, se décomposent comme la somme d'un scalaire et d'un bivecteur, c'est-a-dire
d'un quaternion pur de Py :

0=x"1+pP
Soit un autre quaternion (Q'=x ’01+P’ ; leur produit est :

QQ':(X01+p)(X '°1+P'):X0X'01+X0P’+X’0P+PP’
De (8) il vient :

00'=x’x1+xP+x'P—pP.P1+PxP’
=(x°x%-pP.P+x°P+xX°P e PxpP'=x""14P"

car QQ' est un quaternion par suite de la stabilité, dons suit la méme décomposition. On a donc les
composantes scalaire et bivecteur du produit de deux quaternions de Q, :
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x''=x%x % p.p

. 0 (10)
P '=x"p+x°Pr+pPxp’

1.4 — Quaternions de carré réel

Lorsque Q = Q', (10) donne :

2

0" =(x

02_p.P)1+2X°P car PXP=0

qui se décompose en: ?=x "1+ p"
avec

x=x"2_p.p
p=2x"p

Q2 est un scalaire réel si I'une des conditions est remplie :

a)P=0etX%2>0doncsiX?estréel: Q=X avecX?2>0;
b) X0 = 0 (quaternion pur)et —P.P>0 doncsi P.P<0 (car-P.P estun carré).

1.5- Centre de Q,

m Définition : le centre de Q, est I'ensemble des quaternions qui commutent avec tout quaternion :

C(,)=|0'€0,:V0€0,,00'=0"0
Cherchons a caractériser C(Q,) :
(10) donne les deux relations :

X'x % p.pr=x"x%_pr. p quiesttoujours vérifiée
et: xOPr+x'Pr+pPxP'=xpP+x°P'+P'x P quiest vérifiée si et seulement si
PXP'=P'XP=0

Les quaternions Q' qui commutent avec Q sont donc linéairement dépendants avec Q :

0'=x"1+a P

0 11)
ou: a€ER et Q=X "1+P

De (11) on déduit: les quaternions Q' qui commutent avec Q appartiennent au plan vectoriel réel
engendre par 1 et Q. lls appartiennent donc a un sous-espace de P, de dimension 2.

Si (11) doit étre verifie pour tout P, c'est-a-dire pour tout quaternion de Q,, il faut que a = 0, c'est-a-dire

que Q'€C(Q,) soit scalaire. Ainsi :
Le centre C(Q,) de Q, est I'ensemble des quaternions réels.

2 — Représentation par les quaternions d'une rotation plane dans E, autour d'un vecteur unitaire

2.1 - Représentation d'une rotation dans E, par les quaternions

Soit P un quaternion pur de P, il est assimilable & un vecteur de I'espace vectoriel réel E; = RS, puisque
dim P5 = 3. Soit Q un quaternion unitaire de Q,, c'est-a-dire de norme unité :
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0P =der(@)=1= 2 1|z = ferfeess

ou z=x;+iy, et z,=X,+iy, .On définitI'application R de P; ~ R®dans P, ~ R par:
VPePyRQUU:QPQq'(Q)
Montrons que (12) représente une rotation dans E, = R3:

Ly TRy,

x,A +y A,*y, A, quaternion pur
xiy, iy 27117277273 q pur,

Q:X01+P avec XO:x1 et P=
soit: O=x1+x, 4 +y A, +y, A,

20

- 0 2_,_..20,2 2 2 2,2, 2 2_ .
Choisissons X, €0S> ; comme [[QIF=1=cos"S+x;+y+y) alors x5 +y + ), =[P =sin" >

donc on peut réécrire P ainsi :
_ -0
P—U51n2—x2A1+y1A2+y2A3
_x2A1+y1A2+y2A3:x2A1+y1A2+y2A3

—cos 8 0 2
0 donc @=cos1+Usin avec ||y|f=
sin; \/X§+yf+y§ 2 2 g

Comme : A1:—i02 s A2:i03 , A3:i01 il vient :

soit :

—X,0,+y,0,+),0
4. 9T 9379
Q_COSEI'” —~ 5> 5 et donc:
X4ty
B —X,0,+y,0,+),0 '
0 1=cosg1—i 2 %2 1:cosgl—Usm%
Y tyity,

(12) est alors :

RQ<P):(COS%1+USing)P(COS%I—USing) (12bis)

qui se développe en :

RQ(P):cosng—PUcosgsing+UPsingcos%—UP Usinzg

Or:
PU=—P.U1+PXU
UP=—P.U1-PXU
UPU=U(-P.U1-PXU)=—(P.U)U+U.(PXU)+UX(PxU)

Comme U.(PXU)=0 ilreste:
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—cos2 8 _ 04,8
RQ(P)—cos 2P+(P.U1 P><U)coszs1n2
—(P.U1+P><U)singcosg+(P.U)Usinzg—UX(PxU)sinzg

:(COSZ%)P—(2cosgsin%)Px U+(sinzg) (P.U) U—(sinzg) UX(PXU)

COSQQ: 1+cosB of sinzﬂ: 1—cosH

2 2 2 y  ona:

avec .

P):lcos 0(P—(P.U)U+ U><(P><U))+%(P+(P.U)U—U><(P>< U))+(sin@)UXP

R
2

ol
or: P=(P.U)U+UX(PXU) donc:

RQ(P)Z(COSG)P+(1—cosG)(P.U)U+(sin6)U><P (13)

(13) est la formule de rotation d'Olinde Rodrigues. Elle permet de traiter les rotations dans E; en

considérant ses vecteurs comme des quaternions purs et la transformation par rotation comme ['action
d'un quaternion sur eux, faisant ainsi intervenir des matrices complexes 2x2 au lieu des matrices réelles
3x3 employant les angles d'Euler. Bien entendu, entre les deux formalismes il y a un lien que I'on verra
plus loin, mais I'emploi des quaternions élargit I'etude des rotations a I'espace vectoriel E, de dimension 4,

comme on le verra, et entre dans un formalisme plus général fondé sur les algébres de Lie des groupes
de Lie que sont les groupes spéciaux orthogonaux SO(n) des rotations dans E_ de dimension n

quelconque.

Le théoréme suivant indique ce que représente (13) :

m Théoreme : Soit E3 I'espace vectoriel muni de la norme euclidienne, de dimension 3, et P un
vecteur de E. Alors la rotation autour d'un vecteur unitaire U de E5, d'angle 6 est donnée par la

formule (13) : (13bis)

R(P)=(cos0) P+(sin®)U X P+(1—cos0)(P.U)U
Preuve de (13bis) :
R(P) telle que donnée par (13) est une application linéaire de P. Dans le cas particulierou P = U, on a:
R(U)=(cos0)U+U—(cos0)U=U
Maintenant, si P est orthogonal a U, doncsi P.U=0 ,ona:
R(P)=(cos0) P+(sin0)U X P
En développant cette expression sous forme matricielle 3x3 on obtient I'expression générale d'une
rotation plane d'angle 6 d'un vecteur P autour de U, P étant orthogonal a U. Or R est linéaire, en U on a
R(U) = U, et un vecteur P se décompose en une composante colinéaire a U et une composante qui lui est
orthogonale, donc une rotation non plane de P autour de U se rameéne a additionner vectoriellement la

composante orthogonale transformée par rotation plane et la composante sur U qui reste inchangée.
Ainsi (13) est I'expression générale d'une rotation de tout vecteur P de E; d'angle 8 autour de U.

CQFD de (13 bis).

NB : Cette expression (13) est de la méme forme que celle (83) de [1].
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2.2 - Quaternions et rotations vectorielles quelconques dans E,

Soit E; I'espace vectoriel euclidien de dimension 3 et Q un vecteur de E;. On définit I'opérateur linéaire
sur E5, p tel que :

V PEE,, p(P)=QXP
m Proposition : - L'opérateur exp (p) est une rotation dans E.
Preuve : - Soit U un vecteur unitaire de E,, colinéaire a Q ; alors
Q= QU
ou ||Q]| est la norme définie en (5), identique a la norme euclidienne. |l s'ensuit :
p(P)=QXP=|QUXP

L'exponentielle de p(P) est définie par son développement en série :

1 1 1
exp(p)= 1+Fp+?p2+...+mp"+...

Il faut donc calculer p 2, ..., p ":

p*(P)=p(p(P))=Qx(@x P)=||Q|*UX(UX P)

—

On utilise lidentité : 7 X(V,XV,)=(V .V )V ,=(V .V )V, avec V,=U.V,=U.V,=P dou
2
p*(P )—IIQII ((U P)U~P)
3 2 2 3 2
p”(P)=Qxp"(P)=||Q|Uxp"(P )—IIQII (UX(U.P)U-UXP)=—||Q|"UxP=—||Q|"p(P)
4 3 3 4 4 2.2
p (P)=Qxp”(P)=||QUUX(~||QIF UXP)=—||Q| UX(UXP)=—||Q|"(U.P)U~P)=—||Q| p"(P)
Les exposants sont soit de la forme n = 2k, soit de la forme n = 2k+1, d'ou pour chacun d'eux :
k=1 p™=(—1) o
k>0 : p”‘”—(—l)knsznz“p

d'ou :
1 1 3 1 P 1 k+l, v L ok
exp(p)_1+wp+2/p Ft—p . _1+k§0 )7’ +k§1 L
13 Lo 3 EU g2y
& k1) P & K] b
_li (—1 )k o120 i(—l_)k_lgzk—zgz _
=1+ Y e 1O IRIE xR X Sl Rl (v Py -P)
k=0 k=1 ’
143 = 1f ||9||2k”<UXP>+§ (‘”k_l||9||2k||((U.P)U P)
(=0 (2k+1)! = (2!
0 QHZk ‘ o0 k||QH2k+l
or: cosj@l=1+ >, (~1FIE o o= Y~ IR gone
,El (2k)! /Eo (2k+1)/
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i %(UXP):sinHQH(UxP)
et:
0 k—1 o0
kg %HQH%((U P)U-P)= > X(Uu.P)U-P)=(1-cos||Q|)((U.P)U-P)

dot: expp(P)=(UXP)sin||Q|+(1—cos||Q|)(U.P)U—(1-cos||Q||)P+P
finalement :
expp(P):(COSHQH)P+(l—cosHQH)(P.U)U+(sinHQH)U><P

qui est I'expression (13). Donc exp(p) est une rotation d'angle ||Q]|| autour du vecteur unitaire U (figure 1).
CQFD.

figure 1 — pour plus de clarté, la rotation est supposée plane (exp p(P) et P sont dans le méme plan
orthogonal a I'axe U)

Les rotations dans (E;) sont des endomorphismes orthogonaux directs construits avec I'endomorphisme
antisymétrique p. C'est un résultat général que nous allons voir ci-aprés.

2.3 — Quaternions et endomorphismes orthogonaux de E,

m Proposition : - Soit p un endomorphisme antisymétrique de Es. Alors exp(p) est un
endomorphisme orthogonal direct de E,. (14)

a) Rappel : Un endomorphisme p est antisymétrique si :
YP,P'€E, p(P).P'=—P.p(P') (15)
L'endomorphisme p vu au point 2.2 défini par p(P)ZQXP est bien antisymétrique, puisque :
p(P).P'=(QXP).P'=—P.(QXP')

b) Rappel : Soit E_ un espace vectoriel euclidien de dimension n. L'endomorphisme adjoint p* d'un
endomorphisme p est défini par :

VP,P'€E,.p"(P).P'=P.p(P') (16)

Un endomorphisme posséde un adjoint unique :
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En effet, supposons que p'* soit un autre adjoint de p, alors :
Y P,P'€E, :P.p(P')=p (P).P'=p" (P).P’

donc: VPeE, p'(P)eE =0 et p”(P)eE, donc p'=p" -CQFD

n

Rappel : E 1 est I'ensemble des vecteurs de E,, orthogonaux a tous les vecteurs de E_ ; il est donc réduit

ici & {0},

n

c) Condition nécessaire et suffisante de I'existence de I'adjoint d'un endomorphisme :

m Proposition : - Dans E | euclidien tout endomorphisme admet un adjoint. (17)

Preuve de (17) :
Pour tout vecteur P de E_ I'application ¢, : P' — (P.p(P')), ou p est un endomorphisme, est une forme

linéaire (application linéaire sur E, donnant un scalaire).
On a le théoréme suivant :

m Theoreme : - E_ est isomorphe a son espace dual E_* (ensemble des formes lineaires sur
E,)- De plus, a toute forme linéaire ¢ sur E, est associé un vecteur unique P de E tel que :

18
Y P'EE, :@(P")=P.P' (18)
(autrement dit : toute forme linéaire s'exprime comme un produit scalaire).
Preuve de (18) :
Soit (A4, ..., A,)) une base orthonormée de E , et soit un vecteur P de E_ qui se décompose sur cette

base selon :

P=2 ¢(4,)4,
k=1

Pourtout P'=). P,A,€E, ona, puisque ¢ est linéaire : ¢(P ’):Z1 P,9(A;) parconséquent :
e

Jj=1
@(P')=P.P'

Donc il existe au moins P associé a la forme linéaire ¢. Ce vecteur est unique, en effet :
Supposons qu'il existe un autre vecteur S de E_ associé a la méme forme linéaire @, alors :

VP'€E:P.P'=S.P' soit: (P—S).P'=0,VP'EE,

cCest-a-dire: (P—S)EE. ;oronavuque E,={0} doncP=S8.

CQFD de (18)
En consequence de (18), puisque @, est une forme linéaire sur E_, il existe un vecteur p*(P) tel que :
¢p:P'>(p"(P).P')

L'application qui associe p*(P) a P est linéaire.
CQFD de (17)
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L'espace vectoriel des endomorphismes de E_ est note L(E,): pEL(E,) .Les éléments de L(E,) sont
représentés par des matrices dans une base orthonormée (B_) de E_ : on note mat(Bn)(p) la matrice de p.

On notera parfois [p] ou tout simplement p s'il n'y aucune ambiguité.
On a le théoréme suivant :

m Théoréme : - La matrice de I'application linéaire adjointe p* de I'endomorphisme p, dans la
base orthonormée (B,)) est la matrice transposée conjuguée de la matrice de p dans cette méme

base : (19)

mat )(p+):t(maf(3 )(p))*

n n

Preuve de (19) : - Les vecteurs P et P' de E_ sont représentés, dans une base orthonormée (B), par les
matrices colonnes : mat(gn)(P) et matn)(P'). Leur produit scalaire est alors :
*

P) (mat(B )P ")

n

P.P':t(mat(B )

n

D'apres (18) une forme linéaire sur E_ peut s'exprimer comme le produit scalaire d'un vecteur et d'un
autre vecteur transformé par un endomorphisme p dans E, :

VP,P'€E :q,(P)=(P.p(P')=(p" (P).P')
<=>VP,P ’EEn: t(mat(P))* mat(p(P ’))Zt(mat(er(P)))*mat (P")=(mat(p(P)))mat(P")
<=V P€E,:"(mat(p*(P)))"=(mat(p(P)))

<=>!(mat (p™))" =(mat(p))<=>mat (p) =" (mat(p))"

CQFD de (19)

L'adjoint p* d'un endomorphisme p dans E_ est donc complétement défini par sa matrice t(mat(Bn) p)* dans

une base orthonormée (Bp).

d) Propriétés de I'adjoint : soient p et p' de L(E_) et z un nombre complexe. On a :

(zp+p') =2"p"+p""
(p")"=p ) )
déterminant : der(p*)=det (mat p" )=(det (matp)) =(detp)

composition :  (pop’) =p"ep”
trace . tr(p")=tr(matp”)=(tr(matp)) =(trp)”

inverse :si derp0: (p*) =(p”)?

+

e
o
=

e) Endomorphismes symétriques, ou auto-adjoints, ou hermitiens :
L'endomorphisme DGL(EH) est symétrique si et seulement s'il est identique a son adjoint :
VP, P'€E,:p(P).P'=P.p(P') soit: p*=p

Dans ce cas, sa matrice est hermitienne dans une base orthonormée (B) :

mat g )p:(tmal‘(B )p)* (20)

n n
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f) Endomorphismes orthogonaux : peL(En) est orthogonal si et seulement si :

+_ 1
p =p

Il est orthogonal direct si, de plus (voir point 2.5) :

detp:det(mat(B )p)=1

n

Il vient maintenant :

Preuve de (14) : - Ici,n=3et PEL(E;) est antisymétrique : p'=—p .Alors:

(epr)+=(1+ 3 lpk)+=1+ 3 k%(pﬂk

k:1k'/ k=1

k—l>)+ k—1>+ +

Suite a la propriété de composition : (pk)+:(p(p =(p P

donc: (expp) =(expp )=(exp(—p)) due & la propriété d'antisymétrie, d'oti : (expp) =(expp)”"
Donc (exp p) est orthogonal.

Déterminant :  det (expp)=exp(trp)>0 . Or (exp p) étant une rotation, elle vérifie det(expp)==1 et
seule convient la valeur positive donc :

det (expp)=+1

donc (exp p) est un endomorphisme orthogonal direct.
CQFD de (14).

2.4 — Quaternions et composition des rotations en dimension 3

Soit P un quaternion pur de P,, assimilé a un vecteur de E,, espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3. Soit Q un quaternion de Q, tel que det Q =1, il s'écrit :

Q:cosg1+Usin%

avec ||U||? = 1, comme vu au point 2.1. On a vu en (12) que la rotation d'un vecteur P autour du vecteur U
d'angle 0 est :

_ -1
R,(P)=0PQ

que l'on écrit encore : RQ<P):R(U, 0)(P) pour expliciter les caractéristiques de la rotation : axe et
angle.

! !

, , , , .0 ,
Soit un autre quaternion: QO 200571+U s1n7 avec ||U'||? = 1, la rotation correspondante est :

R (P)=R(U",0"=0'PQ""

Q'(

On veut calculer la rotation obtenue R,.(P) obtenue par la composition des deux rotations R et Ry, :

RQ,,(P):R(U "0"")(P)=R(U,0)R(U',0")(P)=R P)

0 Q’(

ce qui revient a calculer I'axe U" et I'angle 8". On a :

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 15/194


http://fred.elie.free.fr/

m Proposition :

R ,=R R, ,=R

0 070" o0’
avec : Q”200562 1+U”sin67 (21)
cos%zcos%cos%—singsin%(U.U’)
U"sin%zcos%sin%U’+singcos%U+singsin%(U’><U)

Preuve de (21) :
RyR,(P)=0(R,.(P)0 '=0(0' PO )0 '=(00")P(0 0 ")=(00") P(00")

donc : RQ,,:RQRQ,:RQQ, . C'est bien une rotation car :

1

RI=R'R'=(R R )‘1:Ré,,

+ +_ +
Ry =(RoRy ) =Rp Ry=Ry, Ry =(Ry Ry,

+
QH_ Q Q! Qr

et - detRQ,,za’et(RQRQ,)ZdetRQdetRQ,ZIxIZI

En écrivant: Q''=cos 62 1+U"sin%Z(cosQ1+Usin%)(cose—1+U’sine— et en développant

2 2 2

et séparant les termes scalaires et les termes bivecteurs on obtient sans difficulté les relations entre les
angles et les vecteurs d'axe de rotation.

CQFD de (21)

Il est clair que I'angle de rotation totale du vecteur P n'est pas la somme des angles intermédiaires, ni ne
se déduit d'eux d'une maniére « simple » (figure 2).

u g Raa(P)

Ull

P

Ra(P)

figure 2 — Pour raisons de lisibilité, la rotation résultante est supposée étre la composition de rotations
planes

2.5 — Groupe spécial orthogonal des rotations SO(3) d'un espace vectoriel euclidien E,

On a rencontré au point (2.3) les endomorphismes orthogonaux :

m Définition : - Le groupe orthogonal O(E ) sur un espace vectoriel euclidien E est le groupe multiplicatif
des endomorphismes L dans E_ qui conservent le produit scalaire :
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VP,P'€E :L(P).L(P')=P.P’
Pour n = 3, le groupe orthogonal des matrices associées aux endomorphismes est noté O(3).
m Définition : - Le groupe spécial orthogonal, ou groupe des rotations, SO(3) d'un espace euclidien E, est

le groupe orthogonal multiplicatif des endomorphismes dans E; qui, en plus de conserver le produit

scalaire, conservent l'orientation de l'espace ; ces endomorphismes sont des rotations R, leurs matrices
sont a coefficients réels :

conservation du produit scalaire : V' P,P'€E;:R(P).R(P')
conservation de l'orientation : det R=+1

Remarque : Les endomorphismes orthogonaux ne sont pas tous des rotations. Par exemple la matrice :

-1 0 O
—1=l 0 -1 0 | est bien orthogonale, mais det(—1)=—1 donc elle ne conserve pas
0 0 -1
I'orientation de I'espace E; : c'est une symétrie de centre O.
Onadonc:
SO (3)c0(3)
m Proposition : - Les matrices d'un endomorphisme orthogonal sont unitaires. (22)

Preuve de (22) -

d'ou :

soit :

Pour les matrices associées a L, cela se traduit par :

(matL)_l Zt(matL)*
CQFD de (22).

Dans le cas d'une rotation dans E;, élément de SO(3), puisque les matrices sont réelles, (22) devient :

(mat R)_1 ='(matR) (23)

m Proposition : - Soit L un endomorphisme dans E_ et mat(Bn)(L) sa matrice associée dans une
base (B,) orthonormée de E . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) mat(Bn)(L) est unitaire 24)
b) avec K corps sur lequel I'espace vectoriel E_ est construit, les colonnes de mat(Bn)(L) forment

une base orthonormale de K"
c) les lignes de mat(Bn)(L) forment une base orthonormale de K".

Preuve de (24) -

Comme pré-requis on a besoin d'utiliser la définition d'une matrice de Gram :
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Une matrice de M_, .(C) a coefficients complexes peut s'écrire comme un ensemble de n vecteurs V, qui

définissent les colonnes :

M=(V,, ... V,)
Une matrice de Gram G(V,, ..., V) est une matrice de M_,_(C) dont les éléments sont les produits
scalaires des vecteurs V, :
ViV, V-V,
— _ _\V,.Vv. .. V..V
G(M)—G(Vl’. ,Vn)—(VJ Vk)j’k:L =2 2" n
e V.V
_ n nl
Le déterminant de Gram est par définition det G (M )
On montre (référence [2]) que le déterminant de Gram de M = (V,, ..., V ) est:

detG(V, ..,V )= VTP detG(V,, ...V )

ou VlL est le vecteur orthogonal aux vecteurs de I'espace vectoriel Vect (V,, ..., V) engendre par les
vecteurs {V,, ...,V }; un vecteur U appartient a Vect (V,, ..., V| ) si et seulement si :

3% €C, j=2,...n:U= Z ng

etlona: VIL-V1=0,j=2,---,n<=> VIL-U=0 . On montre aussi que {V,, ..., V_} est une famille libre
si et seulement si :

Revenons a la preuve de (24) :

La matrice mat g, L s'écrit (on omet la base (B))): mat L=(V | ..,V ) ouV,, k=1, .., n sontles

19
vecteurs colonnes. Sa matrice de Gram est :

G(matL)zt(matL)*(mat L)=1

puisque (mat L) est supposée orthogonale. Cette condition est assurée si et seulement si les colonnes de
mat L, c'est-a-dire les vecteurs {V1, Vn}, forment une base orthonormale.

Supposons cette fois que cette condition est satisfaite, alors :
t(matL)*(matL)ZI => t(t(matL)*(matL))*:((matL)*t(matL))*Z(matL)t(matL)*ZI

*t

=> ((mat L) t(matL)*)*Z(matL) (mat L)=1

donc Y(mat L) est unitaire, donc ses vecteurs colonnes, qui sont les lignes de (mat L), forment une base
orthonormale dans E,.

CQFD de (24).

Notations :
+  GL(C) : groupe des matrices nxn inversibles (de déterminant non nul) a coefficients dans C.

+ U,(C) : sous-groupe des matrices nxn inversibles unitaires (donc verifiant (22)) :
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U, (C)=GL (C)

+ SL(C): sous-groupe des matrices inversibles de déterminant = 1

SL (C)=GL (C)

« O(n): sous-groupe des matrices nxn a coefficients dans R, inversibles orthogonales (c'est-a-dire
qui conservent le produit scalaire) ; on a vu en (22) qu'elles sont unitaires.
+  SU(n) : sous-groupe intersection de U _(C) et SL_(C) :

SU(n)=U (C)NSL (C)

(ce sont les matrices unitaires a coefficients complexes de déterminant = 1, donc conservent
l'orientation de l'espace).

Lorsque les matrices nxn sont a coefficients dans R (réels), GL (C) est remplacé par GL (R).
SO,(R) ou SO(n) est le sous-groupe des matrices nxn a coefficients dans R, orthogonales et de
determinant = 1 ; on a vu que ce sont les rotations dans E_, ou groupe spécial orthogonal. On a :

S0 (n)=0(n)NSL (C)

On montre les propositions suivantes :

m Proposition : Soit E, (n = 2) I'espace vectoriel réel de dimension 2. Soit LESO(2) élément du groupe
spécial orthogonal sur E2. Alors il existe un unique @eR/2nZ (c'est-a-dire un nombre réel 6 modulo
k2mou ke€Z )telque:

= cos® —sinH —7(0
(sin@ cos0 ( )

(rotation d'angle 6 dans E, = R?).

L'application 8 — L(8) est un isomorphisme de groupes de R/21TZ sur SO(2).
Rappel : un morphisme de groupes f: G — G' est une application qui commute avec les lois de groupe :

Y a,beG, fla), f(b)EG' et f(axb)=f(a)V f(b)

ou * et v sont les lois de groupe respectivement de G et G' ; il s'ensuit que f(a™') = (f(a))". On dit alors que
G' est une représentation du groupe G.

m Proposition : O(2)-SO(2) est le sous-groupe des matrices de symétrie orthogonale ; ce sont des
matrices orthogonales qui ne sont pas des rotations dans E, = R? (figure 3).

\'
e2
e1 V.e1=L(V).e1=L(V).L(e1)
Le produit scalaire
L'orientation est conserveé (L
estchangée: L(ez)=-e2 orthogonale)

detL=-1 L(V)

figure 3

2.6 — Propriétés topologiques de O(3) et SO(3)
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Pour les définitions relatives a la topologie et a la connexité voir point 4.3.
m Théoréme : - Le groupe O(3) n'est pas connexe. (25)

Preuve de (25) : - On utilise le théoréme suivant (voir § 4) :

La connexité d'un ensemble connexe est conservée par les applications continues. Si l'image d'un
ensemble par une application continue n'est pas connexe, alors I'ensemble de départ n'est pas connexe :

f:E- f(E) continue
(E connexe=> f(E) connexe) <=> ( f(E) non connexe => E non connexe)

Or pour O(3) il existe une application continue :

Y LeO(3), f(L)=det L
par définition det L = +1 ou -1, donc  f(O(3))={—1,1} qui n'est pas connexe. Donc O(3) n'est pas
connexe.

CQFD de (25).

O(3) est la réunion de SO(3), matrices de déterminant +1, et des matrices de déterminant -1.
Le théoréme (25) s'applique de la méme maniére a O(n).

m Théoréme : - Le groupe SO(3), et plus généralement SO(n), est connexe par arcs. (26)

Preuve de (26): - Soit R€SO(n) . Il existe alors une matrice orthogonale M€O(n) telle que
M'=M RM~! soit diagonale par blocs, dont les matrices constitutives R(6,) sont des rotations dans
E, d'angle Gk ;ona:

— sinestpair:
RO) 0 .. 0 |
M '=Diag {R(ek)}kzl,mm: 0 R(BZ) ’ n lignes
0 . .. R()
.(— n colonnes ‘;

Les matrices R(6,) sont toutes des matrices n'xn' on a donc mn' = n, et comme n est pair : mn' = 2p donc

m ou n' est pair.
— sinestimpair:

10 0
s 0 R(6,) 0
M :Dlag{l,R(eka:]’.._,m: ( : n lignes
0 R(Gm).
€« n colonnes -

On a cette fois : mn' = n-1 pair donc mn' = 2p donc encore m ou n' est pair. De M’:MRM_I on
obtient, selon que n soit pair ou impair :

1 —1_ a1 5
M M'=RM =M Dlag{R(Bk)}k:me
Puisque M '€SO(n) (par construction)et s~

ou M~'M'=M""Diag {1,R(0,)

eo(n) alors :
det(M~'M")=1 donc: MM eSO(n)

}k:1,...,m
1
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Alors I'application continue :
f:x€R f(x)=M ' Diag {1,R(x6,)}, ou f:x€R- f(x)=M ! Diag {R(x8,)}, selon que n

soit pair ou impair, représente un chemin continu dans SO(n) qui relie 1 (pour x = 0) @ R (pour x = 1).
Donc SO(n) est connexe par arcs.
CQFD de (26).

On a vu, en dimension n = 2 ou n = 3, que la composition des rotations dans E,, ou E; se traduit par une
multiplication des matrices de rotation de SO(2) ou SO(3).

¢ Pour n = 2, dans un repére (O x, X,) de base orthonormée (e,, e,), la rotation d'angle 6 est
donnée par la matrice R(6) :
*1
*

* Pourn =3, dans un repere (O x, X, X;) de base orthonormée (e,, e,, €;), une rotation plane d'un

vecteur, par définition, s'effectue autour d'un axe orthogonal au plan qui contient le vecteur (le plan
de rotation). On a vu en (21) qu'une rotation peut étre obtenue par composition de plusieurs
rotations planes d'axes et de plans différents et que son axe et son angle sont différents des
précédents. Inversement, entre un vecteur initial et un vecteur final de méme norme et de méme
origine, il existe une infinité de possibilités de compositions de rotations planes et le vecteur final
peut se déduire du vecteur initial par une seule rotation : I'historique des transformations
successives n'apparait pas dans la seule donnée du vecteur final. Les rotations planes les plus
simples sont celles dont les axes sont portés par les vecteurs de la base :

1 0 0
— Dans le plan Ox,X5, axe de rotation U = e, : sz(e): 0 cos® —sin®

0 sinB® cosH

=R(0)

o x'
R(0)= cosO —sinb) o o 5. ]!
sm0O cosO X,

cosO 0 sinB
— Dans le plan Ox,x;, axe de rotation U = e, : sz(e): 0 1 0

—sin® 0 cosO

cosf —sinB O
~ Dans le plan Ox,x,, axe de rotation U=e;: R ,(0)=|sin® cosO 0

0 0 1

Pour une rotaton dangle 6 daxe U=u e +u,e,+u e, avec ||U||2:1 , donc tel que
R, (6)U=U yapplication de (13) donne :

uf(l—cosﬁ)+cos@ uluz(l—COSG)—u3sin6 u1u3(1—cos6)+uzsin6
R, (6)= 115 (1—cos6)+u;sin® u§(1—0056)+0056 uyuy(1—cos®)—u sin6| (27a)

u.u

! 3(1—0056)—u sin® u.,u,(1—cos0)+u, sin® u%(l—cos@)+cos@

2 273 1

Cette relation montre que la rotation dans E, autour de U fait apparaitre 3 endomorphismes (figure 4) :
. Py(V) : projection orthogonale de V sur U.
. (I_PU)<V) : projection orthogonale de V sur le plan orthogonal a U.

. QU(V):UXV : endomorphisme antisymétrique associé a U, ou U est alors appelé pseudo-
vecteur de Poisson.
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R, (0)=P,+(1=P)cos 6+0 sin (27b)

U
2
uj Uy Uty 0 —uy u,
. _ _ 2 _
ou Ppy=lu,u, ug uyuy |=1+0p et: Qp=| uy 0 —uy
U, u, uu u? Uy Uy 0

173 273 3

Pu(V/)x

" Ru(V)=Pu(V)+(1-Pu)(V)cos8+Qu(V)sind

U(V)si/,fjﬂ Qu(V)

(1-Pu)(V) (:j\-Pu)(V)cosﬂ+Qu(V)sine

(1-Pu)(V)

figure 4
La relation (27b) est la méme que (13), puisqu'elle peut se réécrire :

R, (0)(V)=(cosB) V +(1—cos0) P, (V) +(sin®)UXV

ol

Pour n quelconque, le vecteur de la rotation (I'axe) engendre un sous-espace vectoriel de E_  de
dimension au plus égale a (n-2).

Par exemple, pour n = 2, I' « axe » de rotation est de dimension 0 : c'est un point.

Pour n = 3, I'axe de rotation engendre un sous-espace vectoriel de dimension n-2 = 1, donc I'ensemble
des vecteurs colinéaires a U (une droite).

Pour n > 3 I'axe de rotation n'est plus nécessairement un sous-espace vectoriel de dimension (n-2), il peut
étre de dimension (n-3),... (n-k). Alors la formule (27) ne représente plus une rotation autour d'un axe
donné : elle concerne uniquement chaque rotation elémentaire R, (6,) d'axes U, et d'angles 6,, dont le

produit RUI(GI)...RUk(Ok):R donne la rotation compléte (la composition des rotations reste toujours

représentée par le produit de leurs matrices).
Quelle que soit la dimension n, la représentation d'une rotation par une matrice présente des ambiguités :
— Sur le repére ou le vecteur : une rotation du vecteur V peut étre produite par un changement du
repére par rotation (rotation « alias » ou « passive »), ou par un changement des coordonnées de
V par rotation dans un repére fixe (rotation « alibi » ou « active »).
— Sur l'orientation du repére : direct (orientation positive) ou inverse (orientation négative).
— Sur le déplacement du repére : fixe ou bien mobile (par rapport a un autre repére).
— Sur la nature du vecteur : la rotation s'applique de la méme maniéere au vecteur V de E_ et a son

dual V* de E_* (formes linéaires).

Pour éviter ces ambiguités, il est préférable de représenter les rotations, quelle que soit n, par la maniére
dont se transforment les bases de I'espace vectoriel En. On va voir que cela permet de conférer une
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structure d'algébre de Lie a SO(n), notée so(n), par l'introduction des rotations infinitésimales et les
générateurs infinitésimaux des rotations, a partir desquels les rotations sont construites, sans plus
d'ambiguité, par I'opération d'exponentiation.

Le cas de SO(3) sera traité plus précisément au § 3.

On verra ensuite, au § 4, que le groupe de Lie des matrices nxn de rotation SO(n), qui est connexe par
arcs (théoreme (26)), mais pas simplement connexe, admet un groupe de revétement universel, notion
qui sera présentée au § 5 : c'est le groupe Spin, ou groupe des spineurs Spin (n). Les spineurs du groupe
Spin(3) se transforment par l'intermédiaire des éléments du groupe spécial unitaire SU(2), et I'on montrera
que tout élément de SU(2) peut étre représenté par un élément de SO(3) ; mais ces deux groupes sont
topologiquement différents : comme on I'a vu, SO(3) n'est pas simplement connexe, tandis que SU(2) est
simplement connexe. Il s'ensuit que Spin(3) est lui aussi simplement connexe, ce qui fait de lui le
revétement universel de SO(3), ou le traitement des rotations dans E; est plus simple et sans ambiguite.

On verra aussi que Spin(3) est isomorphe au groupe des quaternions de norme 1, sous-groupe de Q,.

3 — Transformations infinitésimales et algébre de Lie des rotations de SO(3)
3.1 - Transformations infinitésimales et représentation exponentielle

Soit une base orthonormée de E, (e1, e,, e3), et (e'1, e's, e'3) sa transformée par une rotation spatiale
d'angle ||Q|| autour du vecteur unitaire U colinéairea Q: Q=||Q||U .Comme vu au point 2.2, on a :

3
e,'= Y [RIQ) e,
j=1
ou [R(Q)]:matR(Q) est la matrice de la rotation R(Q) autour de Q d'angle ||Q||. Dans la base (e, ) de
E; le vecteur Q se décompose en :
Q:61e1+62e2+63e3 (28)
avec donc ||Q||2:6f+6§+ Oi ou 8,, 6,, 85 sont les angles de rotation respectivement autour de e, e,
€,:
3

1 0 0
Rel(el):O cosE)1 smE)1

0 —sin@1 cos 81

cos 82 0 —sinE)2
Reg(ez): 0 1 0
sin 62 0 cos 62

cos@3 sin@3 0
R,;(05)= —sin0; cosf, 0
0 0 1

On voit le probleme des ambiguités évoquées au point 2.6 : comment décrire la rotation dont les
composantes sont données ci-dessus ? S'agit-il de leur produit

[R(Q)]=[R,,(0,)][R,,(6,)][R 5(65)] 2

mais l'ordre est arbitraire, de plus la multiplication des matrices de rotation n'est pas commutative.
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Il faut donc trouver une expression de la rotation [R(Q)] qui respecte la décomposition (28).

Pour cela, on utilise les transformations infinitésimales des rotations pour des angles 86, petits, a partir

desquelles la rotation finie sera construite par exponentiation (on justifiera pourquoi c'est I'exponentiation,
et pas une autre opération, qui est utilisée ici). On a :

Rotations d'angle 69k d'axe Oek  k=123:

10 0
R,,(86,)=|0 1  086,|=1+86,J
0 —86, 1
10 -d6,

R,,(86,)=| ¢ =1+56,J
56, 1
1 86, 0
R,;(805)=| =86, 1 0|=1+30,J,
0 0 1

ou les J,, k =1,2,3 sont les génerateurs infinitésimaux du groupe de rotations SO(3) :

dR,,(6,) 0 0 0 dR (0,) 00 —1I
T A (R L s A G
161=00—10 2 /8,70 11 0 o
(29)
dR_,(6,) 0 10
J = —2-3 =[-1 0 0
’ 49 Jo=0 | o o o

qui etaient notés L, aux points 1 et 13 de [1].
On verra plus loin que les J, forment une base de l'algebre de Lie so(3) du groupe SO(3).

Pour construire les rotations finies a partir des rotations infinitésimales, et donc des générateurs
infinitésimaux ( J, ) définis en (29), on utilise le résultat suivant :

m Proposition : SO(3) est une représentation du groupe additif (R,+) parce que ses rotations sont
un morphisme vis-a-vis de I'addition des réels :
Pour deux rotations de méme axe :

V x,yER,R(x).R(y)=R(x+y) (30)
R(x)'=R(-x
R, (6,+6, =R _(6,).R (6, ')

Pour un axe de rotation donné, a la loi de groupe multiplication des matrices de SO(3) correspond la loi de
groupe addition des réels de R.
De (30), on obtient par deérivation par rapport a 8, :

dR,(6,) R (6 ’):dRek(6k+ek,)
de, ekk do

k
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Avec ek =0et e'k = eko il vient :

dRek(ek) (6 ):dRek(ek())
d@k e—()‘ ek "k0 dek
soit d'aprés (29) :
dR (0, )
_ ek kO
Jk'Rek(ekO —diek VBkOE[—n,n] (31)

Remarque : 6,, prend des valeurs continues mais est borné par - et . Les rotations étant des

applications continues, SO(3) est qualifié¢ de groupe continu ou groupe de Lie. Les valeurs étant prises
dans un domaine continu et borné, SO(3) est qualifié de groupe compact.

(31) est une equation différentielle a coefficient constant J,, dont la solution prend la forme exponentielle :

0 6]’? "
R, (6,)=R,(0)exp(6,J,)=1+ Zl — 4" ©2)
m=

qui est convergente. On retrouve le théoréme du § 7, ou I'on montre que I'exponentielle est égale a (13).
Alors, compte tenu de la décomposition (28) du vecteur Q caractérisant la rotation, la matrice de celle-ci
est donnée par:

[R(Q)]=exp(Q.J)=exp (6, +6,J,+6,J,) (33)

ou J est le vecteur matriciel J=J e +J,e,+J e,

Remarque importante : On rappelle la mise en garde signalée au point 7.1 de [1] :
Les matrices J, ne commutent pas entre elles, en conséquence on ne peut pas écrire que le produit des

rotations, c'est-a-dire le produit des exponentielles, est égal a la I'exponentielle de la somme des
arguments des exponentielles, contrairement a ce que qui se passe pour les exponentiels de scalaires :

exp(0,J,+0,J,+0,J ) #exp(0,J).exp(6,J ,).exp(0,J ;)

m Proposition : SO(3) a pour algébre de Lie so(3) dont les coefficients de structure sont donnés
par le pseudo-tenseur antisymétrique de Levi-Civita &k

(34)
Avant de le prouver, rappelons dans les points suivants la définition d'une algébre de Lie associée a un
groupe de Lie.

3.2 - Groupe de Lie

m Définition : - Les transformations fj de E, dans E_, qui font intervenir p parametres (o), k = 1,...,p, qui
prennent leurs valeurs dans le corps K de I'espace vectoriel E , s'expriment par des opérations sur les a,
notées G(a,) :

VMeE M'=f(M;a ) k=1,.,p
Ces transformations s'expriment avec les coordonnées de M et M' dans une base de E . :

x.’=f.(x1’...,x cou ), k=1,...,p; j=1,....n

J J n’ "k
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soit :
M'=G(a,)(M) k=1,...p (35)

Si I'ensemble des opérateurs G(a, ) est un groupe G et si les valeurs que les o, prennent dans le corps K
sont continues et en nombre infini, alors il forme un groupe continu a p paramétres, ou groupe de Lie :

- Vo, '€K,Gla)G(a,')=Gla, ')<=>Tg:K>K, o '"=¢(o, o 'JEK
- Vo, eK,VYMEE M'=G(o,)(M)<=>M=G(a,) (M)

La transformation inverse G™! existe si et seulement si le jacobien de f(MiO(k>k_1 p estnonnul:

—1,...,

of .
/ #0
axm m, j=1,...,n

Sip =1, le groupe G des opérateurs est un groupe continu a 1 paramétre : c'est le cas des rotations
SO(3), le paramétre étant l'angle de rotation O€[—m,w]cR . Si f est linéaire, alors (35) est le
produit d'une matrice associée a G(a, ) et d'un vecteur MeEn

det

M'=[G(a, )M
3.3 - Algébre de Lie

m Définition : - Soit G un espace vectoriel de dimension q, de vecteurs de base (Bj), j=1,...,0,

sur un corps commutatif K (qui peut étre R ou C). Sur G est défini un produit des vecteurs X, Y,

noté [X,Y] et appelé crochet de Lie.

{G, [, 1} est une algébre de Lie, notée g = Lie(G), si et seulement si les 4 propriétés suivantes

sont vérifiées par le crochet de Lie : (36)
a) stabilité : Z=[X,Y]eG

b)linéarité¢ : Va,beK,VX,Y,Z€EG:[X,aY +bZ]|=a| X ,Y |+b[X, Z]

c) anti-commutativité¢ : V X,YeG:[X,Y|=—|Y, X]

d) identité de Jacobi: Y X,Y,Z€G:[X,|Y,Z]|+|Y,[Z, X]]+[Z,[X,Y]]=0

Pour les vecteurs de la base, [B, ,Bj] est aussi un vecteur de G donc il se decompose sur la base (B, ), k =
1,...,q avec des coordonnées Cilk appelées constantes de structure de 'algebre de Lie :

q
[Bl.,Bj]:kZ_: ¢, By (37)

Attention : [B, ,Bj] ne forment pas une base de l'algébre de Lie g, celle-ci est de dimension différente de

celle de G : on verra plus loin comment déterminer la dimension d'une algébre de Lie g = Lie(G).
Des propriétés (c) et (d) de (36) il résulte les relations entre les coefficients de structure :

Ciik= ik
d (38)
kzl (Cijkcklm+cjlkckim+clik ckjm)—o

3.4 - Transformations infinitésimales et opérateurs infinitésimaux

Soit h une fonction dérivable prenant ses valeurs dans E_; ¢a peut étre un champ scalaire ou un champ
vectoriel, ou une fonction d'onde.
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Comment se transforme la fonction h par I'application de la transformation continue a p parametres a, de
E, dans E_, définie par (35) ?
L'action de h sur I'image M' de M par f fait intervenir la fonction induite par f sur h, définie par :

H(f)h(M)=:h(M")=h[G(a,)(M)];k=1,... p

soit: H(G)h:h(G(ak)) (39)

Pour des variations élémentaires des parametres continus da,, les opérateurs G de G a p parametres ont

une variation élémentaire au voisinage de l'opérateur identité 1 telle que :
6G:G(6ock);k=1,...,p
Alors la variation de l'image M' de M par f est donnée par :
M'=M+3M=f(M da, ) k=1,.,p
qui s'explicite en :
xj'=xj+6xj=fj(xm;6ak);m=l,...,n;k=1,..., p

qui donne au voisinage de G(0) =1:

J

p (of.
dx =1 (x,da) —f (x,.:0)= > (f)ak_oaak

ce qui injecté dans (39) donne :

(8G)h(M)=h(M")=h(x ") _ h(x +dx ) _
n n
oh oh /

s Oh =i oh Y

(xm>m—l g dx )C m)m:l,... ;1 ax] kZ::l 50(k a. =0 k

2olof, n
9

—[1 ) 9 M

’ kgl 80( o, =0 g 0x 6ak ")

L'opérateur infinitésimal de la fonction induite par G sur le champ h est finalement :

V4
H(ac;)=1+g:1 J, da,  (40)

ol les Jx sont les générateurs infinitésimaux du groupe G des opérateurs dans E_ :

—Z( ) 0 . k=1,...p (41)
k

a, =0 0 x
NB : au point 13.1 de [1] on avait noté par X, au lieu de J, les géneérateurs infinitésimaux.

Lorsque f est une rotation dans E,, d'angles d'Euler a, = 6, , k = 1,2,3 et pour h fonction identité (h(M) =
M'=Mdonc 0/#/0x,=1 donc 0/0x =1 ), (41)donne les J, exprimés en (29).

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 27/194



http://fred.elie.free.fr/

Les J, sont donc les générateurs infinitésimaux du groupe de Lie G = SO(3) des rotations dans E.
Pour démontrer (34) on a besoin du théoréme de Lie ci-aprés.

3.5 - Conditions pour que les transformations continues forment un groupe

m Théoréme de Lie : - Les transformations continues (35) de paramétres ay,..., o forment un
groupe (de Lie) si et seulement si le crochet de Lie de deux générateurs infinitésimaux du
groupe G des opérateurs correspondants est une combinaison linéaire de tous les générateurs
infinitésimaux :
p (42)
[ T )=, Jj—Jij:kgl ¢ ie? i

qui est de la forme (37), ou les Cik sont les constantes de structure de l'algébre de Lie, qui
vérifient (37) et (38).

Or c'est bien le cas pour G = SO(3) : en effet les générateurs infinitésimaux (29) vérifient :

[J,. 0, )=—J (7,0 ]==J [J.,]==J

3 1 2

qui se rassemblent en :
[Jm’Jj]:_smijk (43)

ou la convention de sommation d'Einstein sur l'indice qui se répéte est sous-entendue. Emik est le pseudo-

tenseur antisymétrique de Levi-Civita (égal a +1 ou -1 selon la permutation des indices). Les coefficients
de structure de SO(3) sont donc :

et donc, d'apres le théoréme (42), SO(3) est un groupe de Lie.

Pour terminer la démonstration, on utilise la traduction de la définition (36) d'une algébre de Lie pour le
groupe SO(3), so(3) :

On a vu en (33) qu'un élément R(Q) de SO(3) s'écrit par I'exponentiation :

R(Q)=exp(Q.J)

avec tR(Q):R_l(Q) (car R est orthogonale), det(R)=+1 (car R estunitaire), R™'(Q)=R(-Q)
et [Q.J]=—Q.J .ou, puisque Q=|QU : ‘y=—j ,soit 'J,=—J, , k=123 Donc la
matrice Q.J estantisymétrique ; on la note GQ

0 —, )
Go=Q.J= W, 0 —w, =61J1+62J2+83J3 (44)

—w, O, 0

w

Go=Q.J est appelée générateur, iI se projette sur les générateurs infinitésimaux avec les
coordonnées du vecteur rotation ; (33) s'écrit aussi :

R(Q)=expGg (44bis)

La matrice générateur G est un opérateur vectoriel antisymétrique (produit vectoriel) dans E, :
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VVEE :Ggo(V)=0oXV €E, (45)

ol w=wetw,e,*w;e; dans une base (e, €,, €5) de E,.
3.6 - Dimension d'une algébre de Lie

m Proposition: Les J, forment une base de so(3), en tant qu'espace vectoriel reel des

générateurs G, construits sur les rotations dans Ej, so(3) est défini par :
(46)

50(3)={Go, QEE,(R);'Go=—Gg
Preuve de (46) : - On a bien I'équivalence : tR(Q):R(Q)_l
‘R(Q)=R(Q)' <= exp('Gg)=exp(G_g) car R(Q)"'=R(-Q) donc:
'R(Q)=R(Q) <= exp('Gg)=exp(—Gg) car G_g=—Q.J=—Gq donc:

‘RIQ)=R(Q) <= Go=—GCq
CQFD de (46).

<=>'Go=—Gq -Eneffet:

D'aprés (44) la dimension de I'algébre de Lie so(3) est égale a 3, le nombre de paramétres indépendants
par lesquels sont définies les rotations de SO(3) dans E,. C'est un résultat général pour n : dim Lie(SO(n))

est égal au nombre p de parametres continus indépendants a,. On le verifie ainsi :
Pour SO(n)cO(n) on avu la condition d'orthogonalité :

YV ReSO(n),"RR=1 soit ‘R=pg"!

Au voisinage de la transformation unité R(0) = 1, on a vu aussi que R se développe au premier ordre par
(40) :

R=1+0R

ou 6R est une transformation infinitésimale ; donc I'orthogonalité donne :

'RR="(1+3R)(1+dR)=1
=(1+"8R)(1+0R)=1+0R+'OR+'OROR
=1+8 R+'d R=1

au premier ordre. Donc :

SR+'dR=0 (46bis)

donc 6R est une matrice antisymétrique a coefficients réels, elle appartient a so(n), ce qui a été énoncé
dans (46). La matrice nxn [R] de SO(n) dépend de n? paramétres gij. Or si elle vérifie (46bis) ou (46), les
composantes triangulaires sont reliées. Or il y a 1+2+...4+(n-1)+n = n(n+1)/2 composantes dans le triangle
a droite de la diagonale, celle-ci y étant incluse ; d'aprés (46bis) elles vérifient :

g ;= —gjl.;isj,'i, j=1,...,n

Le nombre de composantes indépendantes est alors : n>— n(n+1)/2 = n(n-1)/2 ; donc :

n(n—1)
2

dim so(n)= =p (47)
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Pour so(3) algébre de Lie de SO(3) on donc, d'aprés (47) : dim so(3) = 3x(3-1)/2 = 3.
Ceci termine la preuve de (34).
CQFD de (34).

3.7 - Retour sur la notation exponentielle
On peut retrouver (44bis) de la facon suivante, qui est applicable pour tout groupe de Lie G :

Le développement d'un opérateur RE€G au voisinage de R(0) = 1 s'écrit, comme on I'a déja vu, par sa
transformation infinitésimale :

P
6R:1+kzl J do,

La transformation finie est obtenue en appliquant N fois, avec N =« |, la transformation infinitésimale.
Pour une N-iéme étape, da, étant trés petit, on I'assimile a la N-iéme partie du paramétre fini a, :

6ock=ock/N

L'opération 8R étant appliquée N fois, on a donc a la N-iéme étape :

V4 a
_ k
R(N)— 1+kz_:1 JkW

N
p (0

)= lim [1+ Y J,—%

etlorsque N2 : R(a A
N> k=1 N

k

n
On applique la formule connue :  lim (1+%) =expx ,d'ou finalement:
n=>w

P
R(ock):exp kz_:l o, J,| (48)

3.8 - Relations de commutation et structure de groupe des transformations

Puisque les R(a,) forment un groupe multiplicatif G, a partir de (48) on peut retrouver la relation de
commutation d'une algébre de Lie (37). En effet :

p
(48) s'écrit encore, avec le produit Q.J=Go= Y, a,J, etlona(44bis): R(Q)=exp(Q.J)
k=1
Puisque G est un groupe multiplicatif, le produit de deux opérateurs donne un autre opérateur qui
s'exprime sous la forme (44) :

VR(Q),R(Q)EG;IR(Q")EG:R(Q)R(Q')=R(Q"")
<=> exp(Q.J)exp(Q'.J)zexp(Q”.J)

En exprimant les R au voisinage de R(0) = 1 on a au premier ordre : 6R:R(6Q):1+6Q.J , et

relations analogues pour R(3Q') et R(BQ"), dou: exp(dQ.J)exp(dQ'.J)=exp(dQ''.J) . En
développant I'exponentielle au premier ordre :
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exp(0Q.J)=1+8Q.J+... et exp(dQ'.J)=1+0Q".J+...

le produit donne :  (1+8Q.J)(1+8Q".J)=1+3Q.J+0Q".J+(0Q.J)(dQ".J )+...
Le logarithme de cette expression doit étre égale a: log(exp(§Q'".J))=0Q"".J
En développant le logarithme en série au voisinage de 1, et en utilisant le produit ci-dessus, on a :

log(1+8Q.J+8Q".J+(0Q.J)(8Q".J))
=1+(6Q+0Q"). J+(3Q.7)(5Q".J) ~ 3 ((6Q+5Q). T +(52.7)(5Q".J )
:1+(6Q+6Q’).J+%((6Q.J)(6Q’.J)—(6§2’.J)(éQ.J))Hermes en 8Q%etdQ 2

p
=1+ Z (ak+ak NJ
k=1

+
N | —
<

~.

k (aiam’JiJm_ai,ameJi)

i b
ﬁM"@ i

—

V4
ocl.ocm'[Ji,Jm]=f)Q”.J:k21 o, " J,

o | =

V4
=1+ (o, +0, ) J +
k=1

donc il est nécessaire que, pour toutes valeurs de a,, a,' dans K les crochets de Lie des génerateurs
infinitésimaux soient reliés linéairement aux génerateurs infinitésimaux, donc qu'il existe c;,, dans K tels
que :

p
[Ji’ Jm]:kgl cikak

qui est (37).
3.9 - Formule de Baker-Campbell-Hausdorff et condition de commutation

m Proposition : Dans (37),on a Q" =Q + Q', autrement diton a :
exp(Q.J)exp(Q'.J)=exp((Q+Q').J)=R(Q)R(Q')=R(Q+Q") (49)

si et seulement si G, et G, commutent : [GQ, Gg "1=0

Esquisse de preuve de (49) : - De maniére générale les matrices nxn G et G, d'une algebre de Lie ne

commutent pas, sauf si n = 2. Il s'ensuit que les rotations R(Q):exp(GQ) ne forment pas un espace
vectoriel, bien que l'on puisse écrire, par exemple dans SO(3), la décomposition vue en (28).

En effet, le produit de deux rotations donne une rotation dont I'angle et I'axe ne se déduisent pas aisément
de leurs angles et de leurs axes, puisque I'on montre qu'il se décompose selon la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff, ou formule BCH (voir Annexe 1) :

R(Q)R(Q')=(expGq)(exp Gy, )=exp Gy, avec:

1 1
GQ”:GQ+GQ’+§ [GQ,GQ,]"'_[GQ, [GQ’GQ']]_

1
12 —[G,.[Gu.Gy JI+... (50)

12

o Go=Q.J et G, =R".J |
On voit bien que si G, et G, commutent, [G,G']=0 , seul subsiste :

Go =Go+G, =(Q+Q").J=Q"".J
donc Q''=Q+Q’" | ce quiest généralement faux.
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CQFD de (49).

m Proposition : Pour tout G, G', G" appartenant a Lie(G) :

[G,G'G”]:[G,G’]G”"'G’[G,G”] (51)
[GG’,G”]:[G,G"]G’+G[G’,G”]

Preuve de (51) :

(G.G'G"]=GG'G''-G'G"'G=GG'G''~G'G"'G-G'GG''+G'GG"’
=(GG'G"'-G'GG'")+(G'GG''-G'G"'G)=(GG'~G'G)G"'+G'(GG''~G"'G)
=[G.G']G""+G[G,G "]

Pour la seconde relation on se raméne au cas précédent en utilisant: [GG',G''|=—[G'',GG']
CQFD de (51).

Remarque : Les relations de commutation (37) définissent I'algébre de Lie du groupe de Lie G, et
pour ¢ = &y c'est l'algébre de Lie so(n) du groupe spécial orthogonal SO(n). Plus généralement,
l'algébre de Lie de G, Lie(G) = g, par ses coefficients de structure permet de déterminer la structure
locale du groupe G, c'est-a-dire sa « table de multiplication ».

On verra que deux groupes différents peuvent avoir la méme algébre de Lie, la réciproque étant
généralement fausse. En particulier SO(3) et SU(2) ont la méme algébre de Lie so(3) = su(2), ce qui est
d'autant plus facile a vérifier que SO(3) est une représentation de SU(2).

4 — Groupe de Lie SU(2), son algebre de Lie et les spineurs (voir aussi [9], [23], [24], [5], [19])
4.1 - Définition du groupe SU(2), lien avec les quaternions

Le groupe SU(2) est le groupe spécial unitaire des endomorphismes L de E = C2, donc leurs matrices [L]
2x2 a coefficients complexes vérifient la condition d'unitarité et la conservation de l'orientation de
l'espace :

LT [L)=1 soitt LTL=1

det[L]=1 (52)

Rappel : un groupe unitaire conserve le produit scalaire :

Yu,u 'ECZ:(u|u’)=(Lu|Lu’)Zt(Lu)*Lu'Z(u|tL*Lu’)

*

d'ou la premiére condition de (52) : t[L]*[L]ZI clest-a-dire 1'1=1 avec [L]'='[L]
Deplus: det([L][L]")=det 1=1=det[L](det'[L]) =|det[L]|* car det'[L]=det[L]
le déterminant d'une matrice unitaire 2x2 complexe vérifie donc :

\det[L]P=1 (53)

Par conséquent il est de la forme : det|[L]=exp jO
La deuxiéme condition de (52) implique celle (53), mais la réciproque est fausse. Par exemple, la matrice

diagonale 2x2 [L]:Diag@ie’eie') est bien unitaire, car |det[L]|2:|ei(e+9')|2:1 mais ne vérifie

pas det[L]=1 :en général det[L]ei(e+e')¢1 saufsi 0+0'=0 modulo 2n

m Proposition : Toute matrice de SU(2) est de la forme suivante, ou z, et z, sont deux nombres (54)

complexes tels que det[L]=|z, ]2+122\2=1
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Preuve de (54) : - Par définitionona: ‘[L]"=[L]' et det[L]=1

Soit a trouver a, b, ¢, d pour : [L]:(a b) et L] (a* ‘.
c d b d

]*

Comme : [L]_lzdetl[L](—dc _ab) etpuisque [r]'=[L]! il vient:
d=a’ ., —c=b . —b=c ., a=d

De: det[L]=1=ad—bc =>dd +bb =1 => |d[P+|b=1 => |a|*+|c|*=1 dou:
a=z, , d=a*=z>: , C=12Z, , b=—c*=—z;

CQFD de (54).

Avec 21:x1+iy1 et 22:x2+iy2 il vient : det[L]=|zl ‘2+|Z2|2:XT+J}?+X§+)}§:1
[L]ESU(2) est donc un quaternion unitaire comme défini aux § 1 et 6. On a vu au § 6 qu'il peut
s'écrire comme la somme d'un scalaire réel et d'un quaternion pur P assimilable a un vecteur V de R3:

I —x.+i
L:X11+V avec: V= y.1 2_ y2
Xy+iy, —iy,
et donc sous la forme :
L:(cosg)1+(sin%)U avec xlzcosg , HVHz:sinzg , U=n.4
ou : A:<A1,A2,A3) avec: A,=—i0,, A,=i0,, A;=i0, et ”:W(_xz’yryz) vecteur de
norme 1 : |n||=1 et les matrices de Pauli o k=1,2,3, avec 02(01,02, O,

L s'écrit alors aussi :

L(B)Z(cos%)1+(sin%)n-0 (55)

La relation (55) montre que les quaternions unitaires de SU(2) s'écrivent aussi sous forme exponentielle ;
comme on |'a vu au point 2.2 :

L(G):exp(iQ.%)
ou: Q=||Q|lr , 6=]Q||

(56)

Avec U=n A +n,A,+n, Ay  (55)s'explicite en :

— (1 O0),.. O 0 —i 1 O 0 1
L_COSE(O 1)+zsm5(—n1(i 0)+n2(0 _1)+n3(1 0))

un changement d'axes n; — - n, , n, — N, , n; — n, permet d'expliciter I'expression de L précédente avec
la notation usuelle :
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cosQ+in35inQ (n2+in1)sinQ
L(o)=| 2 2 21 o7
.9 o . ..o ©0)
(—n2+ln1)sm5 cos> —inysin
. 22,2, 2_ e .
Puisque ||n]| =ny+ny+n =1 on vérifie sans difficulté que L est unitaire :

[L(0))[L(6)]"=[L(0)][L(6)] =1
Conclusion : L(e>:eXp(iQ°%) est une matrice unitaire.

m Proposition : Les matrices de Pauli o, k = 1,2,3, sont les générateurs infinitésimaux du groupe

SU(2) — équivalent au groupe des quaternions unitaires — et vérifient les mémes relations de
commutation que ceux J, de SO(3) : (58)

& Om 0j

1 5 ,ZTl:—EkmjiT

(de fagon analogue, onavu: [J,.J,1=¢, . J; ).
La vérification de (58) est immédiate. Au voisinage de L(0) = 1, (56) donne au premier ordre :

L(66):1+%n.066

ce qui montre que les o, sont des géneérateurs infinitésimaux de SU(2). D'aprés le theoreme (42), puisque

SO(3) et SU(2) ont les mémes coefficients de structure locale, ceux-ci caractérisent localement la loi
interne des groupes SO(3) et SU(2) de la méme fagon.
On déduit alors la proposition suivante :

m Proposition : Les deux groupes SO(3) et SU(2) sont reliés par un homomorphisme D et SO(3)
est une représentation de SU(2) :

D:SU(2)»>50(3) (59)

V LeSU(2),3R,€SO(3):R,=D(L)

Preuve de (59) : - Il s'agit de trouver une matrice R, €SO(3) & partir d'une matrice L de SU(2).
Pour cela, montrons que tout vecteur V = (x,, x,, X;) de R3 se décompose de maniére unique sur une
base constituée des matrices de Pauli de I'espace vectoriel des matrices complexes M, ,(C) :

3
VVeER ,AMeM, ,(C):M=x,0,+x,0,+x,0,=V .0

| X xl—ix2
alors: M= I, (60)
xl 1x2 x3
ce quidonne pyt=p7 . M =0 sietseulement si X3 = X4 = X, = 0 donc les o, forment une famille

libre et la décomposition est unique sur cette famille.
Attention : M ne doit pas étre confondu avec un quaternion pur (point 1.3) puisque x, est reel.

Déterminant de M :
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XS )Cl—l)C2

X, +ix —X

det M = =—xi—x]—x;=—|V|]

Les produits matriciels Mo, donnent :

Mok—xlolok+x2020k+x303 r k=1,2,3

La trace de Mo, est égale a la trace de la matrice xiél.kl puisque tr(ok):O et ()'i:l

(Mo, )=x,tr1=2x, soit:

x Z%tr(Mok) (61)

k
Donc pour toute matrice M de M,,,(C) de la forme (60) il existe un vecteur V = (x,, X,, X3) de R3 unique

dont les coordonnées sont données par (61), ettel que M =x,0,+x,0,+x,0,=V .0

L'homomorphisme de groupes D cherché doit, par définition, conserver les structures de groupes SO(3) et
SU(2) :

VL L'€SU(2):R,R, €S0(3)

LL’

R, doit en outre respecter la condition suivante :
Pour tout <R3 auquel correspond une seule matrice M de M,,,(C) vérifiant (60), (61) et la propriete

du déterminant  ger pr=—|| V||2 , sa transformation par R, doit donner un vecteur V'eR> auquel

correspond une seule matrice M de M, ,(C) qui satisfait aussi (60), (61) et o a7 =—| 1 '||2
Soit alors I'application de SU(2) vers M,_,(C) qui a tout LESU(2) fait correspondre un endomorphisme

de M, »(C) défini par :

F:SU(2)» End(M ,,(C))
L>F(L)

tel que pour toute matrice M de la forme (60), correspond une matrice de M, ,(C), M"telle que :

M'=F(L)(M)=LM L™}

avec comme condition que M’ vérifie (60), (61) et der M '=—|| V'||2 si et seulement si M vérifie (60),
(61) et det M =—|| V||2 . Si cette condition nécessaire et suffisante est satisfaite, alors on pourra définir
un endomorphisme dans R3 R, qui conserve les lois de groupe, qui est unitaire et de déterminant égal a
1 (donc une rotation) :

V'=R,(V) ,VeR’
Puisque F(-L) est définipar (—L)M (-2 ')=Lm L™ ! ona F(-L)=F(L)
On vérifie alors :

a) M'=LML '=exp(iQ.0/2) Mexp(—iQ.0/2)= cos%1+isin%n.0)M(cos%l—isingn.c

or Nn.0=n,0,+n,0,+n,065 = M(cos0/2)1 et M(n.c) sontde la forme (60), en effet le produit
de deux matrices de type (60) I'est aussi :
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(V.o)¥ .o):'z.xl.x ;%% oules O;%;=t0; avec ec{—i,i}
1, ]
donc est de la forme (60). Donc M’ est de la forme (60).

Puisque M =M et [ '=1%7 onaaussi:

Mr=(emr YW= =(emt LY ="Mt L =ML =L ML =
tr(M")=tr(LM L )=tr(M)=0 parhypothése
Il s'ensuit qu'il existe un seul vecteur p'cR 3 tel que M'=V"'.o ;ilexiste donc un endomorphisme
de R® dans R3 associé a Ltel que V VER®,V '=R,(V)
m b) Proposition : R, est une rotation, élément de SO(3). (62)

En effet : il faut montrer que limage ':RL(V) de V vérifie aussi (61), que la norme est conservée
(isométrie) et que det(RL)>0 (conservation de l'orientation de I'espace).

bl)Normede V'=R,(V) :onavwuque M'=V'.oc etque det M'=—||V"|*> .

Or: M'=LML " dot detM'=det(LM L ")=det((exp(iQ.0/2)) M (exp(—iQ.0/2)))
comme det(exp(iQ.0/2))=det(exp(—iQ.0/2))=1 ,ilreste: det M'=detM .Donc:

2 2
7 ==[vl

RL est donc une isométrie.

b2) La preuve détaillée de  det(R;)>0 | par un calcul direct, est en Annexe 2.

CQFD de (59).

On récapitule ce point 4.1.
Nous venons de voir :

— Les éléments du groupe de Lie SU(2) des endomorphismes unitaires de E_ = C2 sont les
quaternions L(B) donnés par (55) ou (56).

— Les matrices de Pauli o, sont les géneérateurs infinitésimaux de SU(2) et vérifient les relations de
commutation (58).

— Ces relations de commutation sont les mémes que celles des générateurs infinitésimaux du
groupe de Lie des endomorphismes orthogonaux SO(3).

— Il existe donc un homomorphisme de groupes D: SU(2) — SO(3) qui associe a tout
endomorphisme L de SU(2) une rotation R| = D(L) de SO(3) qui agit sur les vecteurs de E = RS.

— La deétermination de R est possible parce que tout vecteur V de R3 est isomorphe & une matrice
M de M, ,(C) qui se décompose de maniére unique selon (60), et les coordonnées de V sont
données par (61) :

1 1

:Etr(Mok)ZEtr((V.o)o

i k)

— L'homomorphisme de groupes D est tel que que I'endomorphisme R dans E = R3 est une rotation

(proposition (62)), avec M '=V'.o=L(V.o)L '=LM L
et M matrice de SU(2) isomorphe a V.
— Les éléments T de la matrice de rotation R, sont donnés par (A2.1) de I'Annexe 2 :

matrice de SU(2) isomorphe a V',
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_1 -1
rl.j—ztr(ciLojL )

On a donc bien le résultat suivant : le groupe de Lie SO(3) est une représentation du groupe de Lie SU(2),

dont les éléments sont les quaternions de Q,. Cependant, SO(3) et SU(2) sont topologiquement

différents : SO(3) est connexe par arcs et SU(2) est simplement connexe. Mais ils ont la méme algébre de
Lie, par suite de l'identité des relations de commutation de leurs générateurs infinitésimaux :

s0(3)=Lie(SO (3))=su(2)= Lie(SU (2))

Remarque : SO(3) est un groupe, par consequent une rotation R () suivie d'une rotation R, (6') donne
aussi une rotation R, (8"). Mais, comme le montre la formule BCH (50), 8" ne s'exprime pas de maniere
simple en fonction de 6 et 0.

Remarque : généralisation du concept de vecteur de E = R3:
On appelle vecteur tout objet qui se transforme par une matrice de SO(3) lorsque les repéres de I'espace

vectoriel E = R3 se transforment par une rotation.

SO(3) est alors dit représentation vectorielle du groupe des rotations dans E = R3.
Dans cette généralisation, un vecteur, au sens de la représentation, désigne tout objet qui engendre la

représentation SO(3) du groupe de rotations dans E = R3.

Le schéma suivant (figure 5) rassemble ces résultats et montre les relations entre les différents espaces
qui interviennent dans la représentation de SU(2) par SO(3).

(59) |LeSU(2) Dhomomorphism: D(L)=R,=4d(L)€SO(3)| (v
de groupes %
SU(2)-SO(3) A

F ver3—L®|R, (V)eR?
F(L)€End (M, ,(C)) [R,]= %tr(oiLojL_l) (A2.1)
3 (*) _ -
(60) VeR ,M=V.0€M2X2(V) T F(L)(M)=LML EM2X2(C)
det (M )=—||V || (™) endomorphisme
de M, ,(C)

figure 5
(*) On verra au point 4.2.5 que R, est la représentation adjointe de SU(2) sur son algebre de Lie su(2)
(**) On verra que M = V.o, avec V vecteur de R3, est élément de l'algébre de Lie su(2),
donc dim su(2) = 3, d'ots su(2) ~ R3
(***) On verra au point 4.2.5 que det(M) est la métrique de Killing de I'algébre de Lie su(2) de SU(2)

4.2 - SO(3) en tant que représentation de SU(2)
4.2.1 — Morphisme du groupe SU(2) dans le groupe SO(3)

Par le théoréme (59) on a vu que SO(3) est une représentation de SU(2), au sens ou il existe un
homomorphisme D de SU(2) vers SO(3) qui fait correspondre a tout LESU(Z) un élément

R,€S0(3) | rotation de E dans E dont les éléments de matrice sont donnés par (A2.1).

La représentation n'est pas un isomorphisme : SU(2) n'est pas une représentation de SO(3), D n'a pas
d'inverse ; on dit encore que la représentation n'est pas fidéle.
En effet : aux matrices L et -L de SU(2) est associee la méme matrice R, =R de SO(3) :

Soit V'=R, (V) ;soit VeE et V''=R_,(V) :les matrices associées a V et V" dans SU(2)
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sont respectivement :
M=V.c et M''=V'".0=R_,(V).o=(-L)M(-L) '=LML™'=R,(V).0=M'=V".0
donc ""=FV' etdonc:

R,=R_, , D(-L)=D(L) (63)

On a vu qu'a tout vecteur V de E = R3 est associée de maniére bijective une matrice complexe 2x2
hermitienne de trace nulle: M(V)=V.c avec trM(V)=0 puisque (70,=0 k = 1,23,

L'application est un isomorphisme entre R3 et I'ensemble des matrices complexes 2x2 hermitiennes de
trace nulle, note M',, , (C) :

_p3 :
E=R>M"',,(C)

VM (V)=V.0=x 0,+x,0,+x,0, , x ER

V.0 est hermitienne puisque les matrices de Pauli le sont : ozztozzok k=1,2,3.
Le carré de M(V) est égal au carré de la norme de V ; en effet :

2

2 2
(M (V) '=(V.0)(V.0)=(x,0,+Xx,0,+x;05)(x,0,+X,0,+x;0;)=x] 0] +X, X,0,0,+x,X;0,0;

2 2 2 2

+X,X 0,0, +X505+X,X30,03+X;X,030,+X;X,0,0,+X;03
) 22 2
Or: 01—02—03—1

0'20'1:—l()'3,'0'20'3210'1,'0'3 1:—10'2,'0'3 2:—10'1,'0'10'2:l0'3,‘0'10'3:l()'2 d'oll
2

2_ (.2 2
(M (V)] =(x]+x5+x3)1+x, x,(0,0,+0,0,)+x,x;(0,03+0,0, )+ x, x,(0,0,+0,0,)

Les trois derniers termes de la somme sont nuls par suite de I'anti-commutation des matrices de Pauli, il
reste donc :

(M(V)P=|VI*1 (84)
On a aussi:
Soient €4, €y, €3 trois vecteurs unitaires mutuellement orthogonaux de E = R3: € 1:6,”.

Alors on obtient :
M(el)M(ez)M(e3):i(el><ez).e3l (65)

Preuve de (65) :

M(ek):ek'ok « dou M(el)M(ez)M(63):010203:(0102)03:(i03)03:i1
Or: e Xe,=e; d'ou: i(eIXez).e31=i€3-€3:i1 d'ou I'égalité.
CQFD de (65).

=0

Al'aide de (64) et (65) on peut montrer que I'endomorphisme défini par :
R,:EE
VaV'=R,(V)
M(V')=V'.o=R,(V).o=LM (V)L '=L(V.o)L™'

ou LESU(Z) , conserve ||V||2 et l'orientation de I'espace E, soit det(R,) > 0, c'est-a-dire R est une

rotation dans E, élément de SO(3). Ceci est une autre démonstration du théoréme (62) qui énonce que
I'on associa a toute transformation unitaire LeSU(z) , Ou quaternion, une rotation R, de SO(3), et que

cette correspondance est un morphisme D du groupe SU(2) dans le groupe SO(3), a savoir :
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D(L)D(L")=R,R, =R, ,=D(LL’)

Le centre de SU(2) est, par définition, le sous-ensemble C(SU(2)) des L' qui commutent avec tous les
LeSU(2) .Onsaitquelona:

C(SU(2)={-1,1}
ou 1 est la matrice identité 2x2. On applique le morphisme D aux éléments du centre :
D(1)=R, | D(-1)=R_=D(1)=R, dapres (63), d'ou :

D(-11)=D(—1)=D(-1)D(1)=D(1) qui n'est possible que si D(1)=D(—1)=1 donc le noyau (")
du morphisme de groupes D est le centre :

Ker D=C(SU(2))

Or un morphisme est injectif si et seulement si son noyau est I'élément neutre, c'est-a-dire ici {1} ; or ce
n'est pas le cas puisque KerD={—1,1} , donc D n'est pas une bijection: ce n'est pas un
isomorphisme, SO(3) n'est pas une représentation fidéle de SU(2).

LESU (2) Etant un quaternion, il est de la forme (1) :

et sa norme vérifie : HLHz:a’etL:‘zl’2+|z1 ‘2:1 puisque L est unitaire. Or :
21=‘zl|(cosﬂl+isin61) , 222‘22‘(00562+isin62)

et ‘21‘2""21‘2:1 conduit & poser : ‘ZI‘ZCOS 0; et |Zz|:Sin63

Il s'ensuit que tout élément L de SU(2) est défini par 3 angles (8,,8,,85) tels que :

_ c0s63(00561+isin61) —sin63(c0562—isin 62) cosB expif, —sin63exp(—i62)

z )= =
sm63(c0s82+zsm62) cose3(cos61—sm81) sin0,expi0, cose3exp(—161)

que l'on peut toujours mettre sous la forme d'un produit de 3 matrices unitaires :

! ) N
expi > 0 cos7 s1n7 expz7 0
L(ZI’ZZ): a a a a (66)
| . 2 2 .3
0 exp—z; —sm7 0057 0 exp—i >

ou les a4, a,, dg, sont reliés aux 61, 62, 63 :

&y
0,=—— , 0=——, 0,=——

La relation (66) montre que le groupe SU(2) est paramétré par 3 angles tout comme SO(3) (pour SO(3) il
s'agit des angles d'Euler par exemple), ce qui illustre la possibilité d'un morphisme entre ces groupes ;
mais ces paramétres angulaires n'ont pas les mémes domaines de variation :

Pour SO(3) :
V RESO(3),3B,.B, By R=R (B, R,(B,) Ry (B) ot By B,E[0,27] et ByE[0, 7]

1 Le noyau d'un morphisme D est I'ensemble des éléments du groupe qui ont I'élément neutre e comme image :
LeKer D <=> D(L)=e
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Pour SU2), si ,€[0,2x] et «,€[0,m] alors @;€[0,47] || existe donc des rotations

construites avec SU(2) qui permettent de revenir au méme point initial au bout de 2 tours des axes sur
eux-mémes. On verra que cette propriété, que ne pouvait pas prévoir la formalisation classique des
rotations, se rencontre chez les spineurs et leurs applications en mécanique quantique.

4.2.2 — Paramétrage des éléments de SO(3)

Le fait que les éléments de SO(3) soient paramétrés par 3 angles est compatible avec I'écriture (33) ou
(44) qui fait intervenir le générateur Go=Q.J

R(Q)=exp(Q.J)
ou le vecteur rotation Q se décompose sur une base orthonormée de E = R3 selon (28) :
QZGlel+6262+G3e3=||Q|| U

ce qui caractérise la rotation également par 3 angles 6,, 6,, 65 ; l'angle total de rotation est |[Q|[ qui,

rappelons-le, n'est pas du tout la somme des trois angles : c'est I'angle compris entre les projections du
vecteur initial V et de son image V' sur le plan orthogonal au vecteur de rotation U. Décrire les rotations,
comme éléments de SO(3), par Q lui confére aussi la propriété de groupe de Lie a 1 paramétre. De ce
point de vue, la différence avec I'écriture exprimee par les 3 angles B, , k = 1,2,3 vue plus haut, est que :

1Q€[-m,x]  (67)

parce que la rotation, étant définie modulo 21, elle ne fait pas passer le vecteur par un méme point, donc
Q estdans la boule B(O, n)cE:RS de centre O (qui correspond a R(Q) = 1 et de rayon 1.
Pour ces mémes raisons, les Bk sont bornés par :

B,.B,€[0,27] : e vecteur peut parcourir un tour entier dans 2 plans ...

B3€[09 Tt] : mais pas dans le troisiéme plan, sinon il repasse par les mémes points.
Onditalors: ||Q||€ R modulo 27
Donc Q = (8,, 6,, 65) définit une rotation de maniere unique tant que [|Q|| < 1 ; mais lorsque ||Qf| = T,

donc lorsque Q = -1tU ou + 11U, le vecteur atteint le méme point par 2 rotations : R(-1) = R(1) et les points
opposés A et A' sur la boule B(O,T) correspondent a la méme rotation (figure 6) :

e34

e1 '

figure 6 : boule SO(3)

La remarque est la méme pour les éléments de SU(2) : on a vu en (55) que la rotation s'exprime avec un
angle total autour du vecteur unitaire n donné par :
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0=||Q| avec: Q=||Q||n=0n |, soit:

L(G)=exp(iQ.%)=cosg1+isingn.0

appliquée a un quaternion pur P isomorphe a un vecteur de R3 (voir point 2.2).

—0 O
Le générateur Go=i Q'E qui intervient dans L joue le rble de l'opérateur spin en mécanique
quantique. Pour les mémes raisons que pour les rotations SO(3), on a cette fois :

0=||Q|€[-2n,2x] (68)

puisqu'il intervient par 8/2 dans (55). Les vecteurs rotation Q qui interviennent dans L de SU(2) sont donc
dans une boule B(O)Q;—c)cR3 de centre O (qui correspond a la rotation identité 1) et de rayon 21r.

Mais les points pour lesquels 6 = + 21 (points a la surface de la boule) sont identiques et coincident avec
la rotation -1 de SU(2), en effet :

L(2m)=L(-2m)=cos(xm)1=—1 (69)
Onaalors: [|Q|=6€R modulo 4x

NB : Cette identification des points de la surface de la boule B(O,21) a un seul point entraine que SU(2)

est isomorphe a la sphére S3 en tant que groupe de Lie. C'est d'ailleurs une conséquence de la définition
de la norme dans SU(2), donnée par (54) :

2_ 1. R 2_ 2. .2, 2 2
L] —detL—‘zl‘ +’zl‘ =x |y gty =1
qui est I'équation de la sphere S3cR 4

D'autre part on a vu en (66) que les éléments de SU(2) font intervenir 3 parametres d'angle a,, a,, a, qui,
pour les mémes raisons évoquées ci-dessus sur le caractére d'unicité des rotations, prennent les valeurs :
a,€[0,2x] : rotation compléte dans un plan ;
a,€[0,7] : demi-rotation dans un autre plan ;
(136[0,475] : double rotation compléte dans un troisiéme plan pour revenir au méme point, puisque
globalement les angles a,, a,, a5 doivent avoir la méme couverture que pour 9=||Q| -
Toujours dans SU(2), revenant a la paramétrisation Q=|/Q||n=0n avec 0=||Q||€[—2xn,2n] ona:

L(6+2n):(cose+22n)1+i(sin%)n.0=—cosgl—isin%n.OZ—L(G)

ainsi :

+2m)=—
LL<?6+472):LL((66)) (70)

D'ou le schéma représentatif de la boule SU(2) figure 7.

La sphéere S3CR4 a laquelle SU(2) est isomorphe (elle est méme difffomorphe) est une boule de

dimension 3 dans R3, ol tous les points de la surface sont identifiés a un méme point.

De méme la sphere 82, telle un ballon ou la Terre, est un disque D2 de dimension 2 dont le bord, le cercle
qui le délimite, est identifié & un méme point.

De méme, le cercle S' est un segment [-1,1] dont les extrémités 1 et -1 sont identifiées a un méme point.
De maniére générale, une sphére de dimension n, S", est une boule B" de dimension n dont tous les
points de la surface, son bord dB", sont identifiés & un méme point (figure 8).
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GSA

8B(0,2m)={-1} __

SU(2)~S? ~B(0,21)
ou1 9B(0,21)={-1}

figure 7 : boule SU(2) isomorphe & S°

(-1)~(1)=A

(1) (1 4 »

R s

(b)

figure 8 : (a) correspondance d'une « boule » 1D, le segment [-1,1] avec la « sphére » 1D, le cercle S’

(b) correspondance d'une « boule » 2D, le disque D2, avec la sphére 2D, S ces correspondances étant
telles que les « bords » deviennent identifiés a un point, les extrémités (-1) et (1) pour le segment, le

cercle 8D? bord du disque D?
4.2.3 — Utilisation en physique quantique

On a vu au point 3.5 que les générateurs infinitésimaux de SO(3) sont J,, k = 1,2,3 et que tout elément
R(Q)eSO(3) s'exprime en fonction d'eux par (44) :

R(Q)=exp(Q.J)=expGy

3
avec JZ(Jk)k=1’2,3 et Q=[|QU=6 Uzkz1 a,e, , U vecteur unitaire définit I'axe de rotation, les
générateurs de SO(3) sont Go=%2.J avec (29):
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Une rotation au voisinage de l'unité s'écrit par (40) avec h = id :
E)RkZRk(ek, 6ak)=1+Jk60ck

Les expressions (29) de J, permettent de les rassembler par I'écriture de leurs éléments de matrice :

il e @
ou €k est le pseudo-tenseur antisymétrique de Levi-Civita.

En mécanique quantique on remplace (40), (23) et (71) par les expressions suivantes afin de donner aux
geénérateurs infinitésimaux la dimension d'un moment cinétique :

[Jk]ij:ihsijk

_ I
6Rk—1— %Jkéak

OR

J =ih| —k
=i
k 60tk Otk=0

(72)

ou 7 = h/2m, h étant la constante de Planck, homogéne a une action (ou a un moment cinétique qui en a
les mémes dimensions) J.s. Les relations de commutation (43) sont alors remplacées par :

[Jm"]j]:ihsmjk‘]k (73)
Les rotations de SO(3) données par (44) deviennent alors :

R(Q)zexp(—iﬁ%.U) (74)

Considérons maintenant une fonction h, ou opérateur, telle que celle présentée au point 3.4. Si la
transformation continue f a p parametres o, de E_ dans E_ est une rotation R(a,) (3, donc si f = R(oy),

alors la fonction induite par R sur h est, d'aprés (39) :

VVeE :H(R(a))h(V)=:h(R(a,)(V))

soit :

H (R(a))h=:h (R(a,)

Pour une rotation infinitésimale, H devient, d'aprés (40) et (41) :

H(OR,)h=H(R(da, ))h=h(R(da,))=h(1+J S )

_ oh
=h(1)+ a(‘]ko‘k) oa k k

Jkéak:h(1)+(ih(1ek)) da,=h(1)+J, da

ak=0

ou:

2 Oul'on anoté G(a, )(V) = f(V,0,)= R(ay )(V) dans (39) pour simplifier I'ecriture.
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générateurs infinitésimaux de I'opérateur h.
En mécanique quantique, h(V) peut étre la fonction d'onde y(V) avec peR?> . Soit V' = R(V) limage de
V par la rotation R, élément de SO(3) (on a omis a, pour alléger I'criture). La rotation donne une nouvelle

fonction d'onde W'(V) telle que, puisque V:R_I(V ")
, -1
W' (V)=9(R™V)=[R]yp(V) (76)
ou, par définition, [R]W est la fonction induite par R sur W ; [R]W¥ joue le réle de H(R) dans la relation

H(R)h = h(R) ol R est remplacée par R™! et h par ¥ dans (39). La correspondance entre ¥ et W' étant
bijective, on peut écrire formellement (figure 9):

VVeR?:y'=[R]y (76bis)

Vv V' =RV
°« > e
° -« > e
(V) = Y(R1V) (V') = Y(RV)
=[RW](V')

figure 9 : fonction induite par la rotation
La norme hilbertienne d'une fonction d'onde est inchangée par la rotation (principe quantique : la

probabilité d'un état quantique ne dépend pas du systéme de coordonnées). Les fonctions d'onde sont
éléments d'un espace de Hilbert H, muni du produit scalaire des fonctions d'onde, que I'on note :

<plo>=[ (V)¢ (V)dw
E

ou dw représente I'élément de volume d'intégration de I'espace de configuration ; c'est pourquoi on note
encore par |y> la fonction d'onde, ou par |a> l'une de ses composantes représentant un des états
superposés, ou par <y| son hermitique conjugué. La norme est alors exprimeée par :

2
W[l =<w[yp>
Celle-ci est conservée par [R] :

' >=[R]jy>
<y'|=<y[[R]"

car: <1p’llp’>:<w’\[R]1p>:<[R]w]1p'>:<1p][R]+1p’> d'ou : <U)'|=<U)|[R]+ ; alors :
<y'|y’>=<y|[R]"[R]|[y>
et comme R est un endomorphisme orthogonal (cf. (23)) on a : [R]+:[R+]:[R_1]:[R]_1 donc :

[RI[R']=[R] [R]=1 (77)
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Remarque : R vérifient la loi de groupe de SO(3) :

R(o, )R(B,)=R(y, )€SO(3)

mais ce n'est pas le cas des fonctions induites [R] :  |¢''>=[R']|yY'> et |p'>=[R]|yp> donnent

[V '"">=[R'][R]|¥> qui a méme norme, mais comme |y>, |[g">, |y"> difféerent par une phase prés
qui disparaft dans leur norme, la composition des rotations maintient I'existence des phases ¢(R,R").
Donc pour la fonction induite, on n'apas [R'][R]=[R'R] maisona:

[R'R1=¢(R,R')[R'I[R] (78)

En mécanique quantique, une observable est un opérateur différentiel qui agit sur une fonction d'onde
pour donner une autre fonction d'onde :

A:H->H
Y>> >=4|p>
Par exemple l'observable énergie, ou hamiltonien, est AZH:ih%

Comment les rotations agissent-elles sur les observables ?
Pour répondre, on utilise le principe posant que la valeur moyenne d'une observable, ou résultat de
mesure, est indépendante du systéme de coordonnées ; cette valeur moyenne est celle de I'une des

composantes |a> de la fonction d'onde |W> : W>=Z ala> ainsi :

<ag>=<a|Ala>=<a'>=<a’'|A'|la'> ou |a'>=[R]|a> ,d'ou
<a>=<a'|A'|[R]a>=<a'|[R] A'[R]|la> , V|a>€H donc:

A=[R] A'[R]

L(9)
A'=[R]A[R]

Les relations (79) caractérisent la « rotation des états quantiques ».

m Proposition : Une observable A est invariante par rotation R si et seulement si elle commute
avec la rotation induite : (80)

[4.[R]]=[[R], 4]=0

Preuve de (80) : - (79) donne A:[R]+A[R] et, d'aprés (77),ona: A[R]=[R]A , soit:
A[R]=[R]A=[A4,[R]]=[[R]. 4]=0

CQFD de (80).
4.2.4 — Observable moment cinétique
Montrons, a partir de (74), qu'une rotation infinitésimale se traduit sur une fonction d'onde par I'action de

l'observable moment cinétique.
Pour une rotation infinitésimale d'angle 6 = € << 1 autour de U, (74) devient :

R(e):1—i£%.U

ou J, en tant que générateur infinitésimal de SO(3), est donné par (72). Par ailleurs, en se restreignant a
une rotation des repeéres autour de I'axe Oz = Oe, (on généralise facilement a un axe quelconque) les
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transformations élémentaires des coordonnées du vecteur V(x,y,z) — V(X',y',z") s'écrivent (figure 10) :

x'=xcose+ysing ~ x+ye

y'=—Xxsing+ycose ~ y—Xx¢
z'=z
Ay
M
\/y'
A PV
o . x
o ‘L X >
z & €
x'

figure 10 : rotation des axes de coordonnées autour de Oz (et non rotation de V autour de Oz)

d'ou :

_ _ ~ oy _ oy
(R, 2= lceye —xeey,z) ~ wlx,y 2pve| y 522 T

La composante sur Oz de I'opérateur moment cinéetique J,, est :

Ji o0 o

h oy ~ 0Ox

J
soit: [R (g)]w:w—jg#w quelle que soit y, donc on a l'expression de la rotation induite
z

infinitésimale suivant Oz :

z

J
[R (s)]:1—i872 (81a)

L'expression (81a) se généralise facilement pour une rotation induite infinitésimale d'axe U par :

[RU(s)]ZI—is%.U (81b)

. — — 0 _, 0 - 0 _ . 0 .
ou: J=(J T 7)) avec J = lh(yaz zay) = zh(zax x@z) (attention : J,, J, J,,

bien que désignés par J, ne doivent pas étre confondus avec les Jk, k = 1,2,3, générateurs infinitésimaux

de SO(3) notés en gras, mais interviennent dans la rotation induite de la méme fagon qu'eux dans la
rotation vectorielle). En comparant avec I'expression de la rotation infinitésimale des vecteurs vue ci-
dessus, on constate que l'observable moment cinétique intervient de la méme fagon, en tant que
générateur infinitésimal de SO(3), dans I'expression de la rotation induite infinitésimale des fonctions
d'onde (3).

Une rotation autour d'un point O fait correspondre de maniére bijective un point de coordonnées V(x,y,z)
en un point de coordonnées V'(x',y',z"). Elle se décompose en 3 rotations suivantes (figure 11) :
R_(a) rotation d'angle a autour de Oz qui transforme Oy en Ou ;

R,(B) rotation d'angle B autour de Ou qui transforme Oz en Oz, et Ox en Ox, ;

3 Clest pourquoi, lorsque cela n'entrainera aucune ambiguité, dans la suite on dira tout simplement « rotation » au
lieu de « rotation induite » quand il s'agira des actions de la rotation sur les fonctions d'onde.
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R,4(y) rotation d'angle a autour de Oz, qui transforme Ou en Oy, ;

figure 11

dou: Rla,B,y)=R_(y)R (B)R (&) .Dapres (74) chaque rotation s'écrit :

u

J J J
Z .
Rzl(y)zexp —iy hl ’ Ru(ﬁ):eXp —iﬁfu ’ Rz(a)zexp(—ioc% donc :
Jz J, J

Or les composantes du moment cinétique J sont déterminées sur les axes Oxyz, donc il faut exprimer la
décomposition de R(a, B, y) sur ces axes, donc calculer R ,(y) et R (B) dans ces axes, R_(a) étant

déja fournie. Pour cela, on applique la transformation des opérateurs J a l'aide de (79) :

J, =R ()17 [R] ()]
R,(B)=R_(a)R (B R, ()

R,4(y) est la composition de la rotation R_(a) puis de la rotation R ,(B), appliquées a partir de R (y) :
R, (y)=[R ()R (B)RI ()[R ()R, (y) R, (c)][R_ () R (B) R (ct)]
=R_(a)R,(B)R_(y) R} (B) R (ct)

puisque RRT=1 .eten remplacant R,(y) et R (B) dans R(oc,ﬁ,y) il vient :
R(a,B.y)=R,(a) R (B)R_(y)R}(B)R_(a)R ()R (B)R_(a)R_ (a)=R () R, (B) R, ()
finalement :

Jy

J J
R((x,[3,y):RZ(oc)Ry(ﬁ)Rz(y):exp(—iOL?Z exp exp —iyfz) (82)

De (82) on déduit que I'opérateur R commute avec l'opérateur J2:Ji+Ji+J§
[J% R]=0
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donc J? est conservé par la rotation (il s'agit, encore une fois, de la rotation induite).

On montre au chapitre 6 que les valeurs propres de l'opérateur J2 sont j(j+1)h2 ou j entier, et que les
vecteurs propres correspondants sont [j m> ou m entier ou demi-entier :

T jm>=j(j+1)R*| jm>
Et puisque J2 et R commutent : J2R|jm>:RJ2|jm> soit: Rj(j+1)|jm>=j(j+1)R|jm> donc

R|j m> est aussi un vecteur propre de J2 il est donc combinaison linéaire de vecteurs propres |j m™ de
méme valeur propre j :

Rrjm>:2qm,mj\jm >
m
les coefficients Ay s'obtiennent et projetant R|j m> sur la base formée des |j m™> qui est orthogonale,
d'ou :

q =<jm'|R[jm> (83)

m'm j

sont les coordonnées de R|j m> dans cette base. Puisque |j m> et | m"> sont vecteurs propres de J_, en
utilisant (82) dans (83) on obtient :

J J J
Gy =<7 m'lexp(—io—=)exp(=iB—=)exp(—iy—=)| jm>

=<jm'|exp(=icm')exp(=ip—*=)exp(—iym)|jm>
=exp(iom’)exp(iym)<jm'|exp(iB—=)|jm>

Le terme :

. J
d)B)=<jm'[exp(ip—F)[ jm>  (84)

est I'élément de matrice réduite (EMR) de I'opérateur rotation : la matrice de celui-ci, d'éléments A -
est connue dés que 'EMR est connue :

Gy (0B, y)=expliam)d),.,, (B)exp(iym) (85)

1
En remplacant Jyzz—i(J+—J_) (relation (170bis)) et en appliquant J, et J_sur |[j m> et |j m">, d'aprés

(182) et (179), on montre que l'on a :

i _ . \/<j+I71').’<j—m')/(j+m)/(j_m)_/ COSE 2j+m'—-m—2p Sinﬁ 2p+m—m’
d]m’mj(B)_Z( l)p (j+m'—p)!(j—m—p)/(p+m—m')/p/( 2) ( 2)
(86)

p

m Exemple : prenons le cas j = 1/2. Comme on le verra en Partie 2, on saitque —j<m,m'<j doncm
et m' sont égaux a -1/2 ou +1/2, alors (86) donne la matrice réduite :

12 _| cosp/2  sinf/2
dm'm(ﬁ) (—sinﬁ/2 cos|3/2)
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Quelques propriétés des matrices réduites :
. -
—  Les matrices réduites sont réelles : d” . (B)=d’, "(B)

— Le changement de signe de m, m' s'accompagne de leur permutation : d;,m(ﬁ)zc[j ([‘3)

—m—m
' I , . J —(_q\m—m' ;j
— L'interchangeabilité des m, m' donne : dm,m([.’))—( 1) dmm,(ﬁ)

— On en déduit I'expression du conjugué de Ay -

*

Gy (0 Boy)=exp(=iym)d! . (B)exp(~iom)(=1)""*""" (87)
Le conjugué de q,,.,; correspond a la rotation inverse R! (o,B,y)=R(—at,—B,—Yy)

*

qm'mj((x’B’Y):qm'mj(_a,_B’_Y) (88)
— Le caractére unitaire de la rotation R conduit a la relation de fermeture :

3 e BV g [ BYVZ D e (0B Y Ve (=B Y)Z0,0 (30)
mll mll

— Orthonormalisation : avec 0<oa<2n , 0<pf<m , 0<y<2m ,I'élément de volume :
dow=dasinfBdpdy s'intégre en:

2n T 2n
o=[[[do=[ da[sinpdp [ dy=8x>
0 0 0

Le produit scalaire hilbertien de deux matrices de rotation vérifie la relation d'orthonormalisation :
* 8
_[ qmm’j(a’ B: Y)qkkrjI(Q:B:Y)dw:Téjjlamkémfk' (90)
J

On a vu en (75) que les moments cinétiques sont les générateurs infinitésimaux du groupe des rotations
sur les fonctions d'onde selon (76). On a vu aussi en (80) qu'une observable (opérateur) A est invariante
par rotation R si elle commute avec elle. Dans ce cas, A est un opérateur scalaire, parce qu'il ne dépend
pas des axes de coordonnées ni de l'orientation de l'espace :

[4,R]=0 (91a)

Comme une rotation infinitésimale est : R(s):l—ie%.U , 0N a pour un opérateur scalaire :

[4,J]=0 (91b)
Les opérateurs scalaires ont donc mémes fonctions propres que J.

m Définition : - Un opérateur A est un opérateur vectoriel s'il se transforme par une rotation R comme un
vecteur.

m Proposition : Un opérateur A est vectoriel si et seulement si :

[/, 4, ]=ir4 [J_,A]=—ihd_ [J A ]=—ih4 (92)
z X y oo zy x y' T x z
[/,.4,1=0 | [J A 150 etrelations similaires pour [/, .4, ]

Preuve de (92) :
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Par R(g), A se transforme par (cf. (79)) :

A'=R(e)AR (e)
:(l—iS%.U)A(lﬂ‘s%-U)
1

NA—is%[J.U,A]
au premier ordre. Considérons la composante A, et choisissons U suivant I'axe de rotation Oy ; cette
relation devient :

L
A=A ~5elJ 4]

X
Or, A étant vectoriel, il se transforme par une rotation élémentaire d'axe Oy par (cf. (31)) :

cos®, 0 —sinf |[4 | [4'
ROy(E)A— '0 1 0 Ay =| 4 y
sinf, 0 cosH, A_| |4,

d'ou, puisque ¢€o0sB,=cose~1 et sinB,=sine~e . A’x=AxCOSGZ—AZsinBZNAx—sAZ - on a
I _ _ .
: — =4 —— - [J A ]=—ihA

donc: A —ed =4 —e[J A ] soit: [/, 4 1=—in4,

et raisonnement analogue pour les autres axes de rotation et les autres composantes de A.
CQFD de (92).

Les relations de commutation des opérateurs vectoriels et du moment cinétique (92) sont comparables a
celles vues pour le moment cinétique en Partie 2. Elles suggérent donc d'introduire de la méme fagon les
opérateurs A, et A_qui présentant l'intérét, appliqués aux fonctions d'onde |n j m>, de fournir les vecteurs

propres de J_, ainsi qu'on va le voir :

A =4 +i A
+ X y

A=A —iAd
- x y

d'ou, compte tenu de (92) :

[J A ]=hA_
[J, A]=—hA,
[J, A= A FiA )= AL A )=~k

[J, A1=1J , A=id J=[J A =il ], 4,]=—ih4, (93)

[J,.A,]=h4,
[J., A]=—hA.
[J,.4,1=0
[J,, A]=2hA_ o)
[J. A, )=-2hA_
[J ,A4]=0

Considérons les vecteurs fonctions d'onde |n j m> dans l'espace Hnj engendré par les (2j+1) fonctions
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propres de J2 et J, (§ 6) et appliquons [/, A= ]=%h A+ vu précédemment, que l'on réécrit :

J Ai:AiJ ih Ai
z z
Aors: J (As|njm>)=A.(J |njm>)£hA|njm> ; d'apres (184bis), les vecteurs propres de J_

vérifient: J_[njm>=mh|njm> _Oronverraau§6:

J (A |njm>)=(m+1)r A, |njm>
JZ(A_|njm>)=(m—l)hA_]njm>

puisque A, et A_verifient les mémes relations de commutation que J, et J_. Donc A |n j m> sont fonctions
propres de J,, de valeurs propres (m+1)h. D'aprés (185) il suit que les éléments de matrice de A, dans la
représentation standard sont :
. r ! ! J— +
gm0
<njm|A|n'j'm'>=uw 5 0. .0

Jjj' T m m'—1

ou les pm+ ety ne sont plus les A et A_. car ils sont obtenus a partir de A, et A_et de leurs relations de

commutation avec J,, et J2.

Sans développer ici, signalons seulement que ces valeurs se calculent a partir de ceci :
— Un opérateur vectoriel est linéairement associé a un opérateur tensoriel irréductible (OTI) qui suit
les définitions de Racah (Partie 2). Soit qu un OTl, ou q, p =1, 0, -1, et A l'opérateur vectoriel

associé, alors :

_ic
"7

A10=—icAZ

A (Ax+iAy)

ou ¢ vérifie : |c|? = 1.
— Dans la représentation propre de I'OTI le théoréme de Wigner-Eckart (Partie 2) établit la relation
entre les éléments de matrice réduite (EMR) de I'OTI, A, et les éléments de matrice réduite de

l'opérateur J.A :
<nj|lJ.dlln’ jr>==iVj(j+1)<njl|4)|ln"j'>5, .

— D'ou I'on montre que l'on peut connaitre I'élément de matrice de tout opérateur vectoriel A en
fonction de son produit scalaire avec le moment cinétique (formule de Landé) :

<njm|A1p|n'j’m’>:\/_;<njm|J.A|n’j’m><njm\J1p|n'j’m’>

jlj+1)

(voir Partie 2, et référence [3] chapitre 13).
— (95) montre que tout opérateur vectoriel A est exprimé dans Hnj par une matrice :
— diagonale pour sa composante A, ;
— dont les éléments non nuls sont de part et d'autre de la diagonale pour ses composantes A et
Ay.
— (95) montre aussi que les regles de sélection sont (voir Partie 2) :
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— PourA_:m'=m-1
— pourA,:m'=m+1
— pourA_:m'=m
P z
3¢ i : uls.
les éléments de matrice correspondants étant alors non nuls

4.2.5 — Représentation adjointe de SU(2) et métrique de Killing

m Propositions :
a) Soit LESU(2) , qui est donc un quaternion. On lui associe la représentation adjointe, notée Ad(L) :
c'est une application de I'algebre de Lie su(2) dans elle-méme qui, a un élément G, de su(2) associe un

nouvel élément de su(2) tel que :

Ad (L) :su(2)>su(2) 9%
GoAd(L)Go=LGoL™! (96)

Ad est |la représentation adjointe de SU(2) sur son algébre de Lie su(2).

NB : On a vu au point 4.1 que su(2) et so(3) sont isomorphes en vertu de l'identité de leurs produits de
commutation et de leurs coefficients de structure. Il est donc légitime d'adopter G, , générateur de SO(3)
donc élément de so(3), pour désigner un élément de su(2) dans (96).

b) On a vu au point 4.2.1 qu'a un vecteur QeR> est associé un générateur Go=.J , ou J sont
les générateurs infinitésimaux de SO(3) formant base de so(3). Il s'ensuit que su(2) est homéomorphe a
R3: GoE su(2) <> QeR?® . Alors su(2) posseéde une norme, appelée métrique de Killing,
conservée par Ad(L), et définie par :

2 2 2 2 2
IGall =41r(GoGo)=||QII=07+05+05  (97)

o Q=||Q[n=0n avec 0=|Q| et 2=(0,,0,.0,) dans une base orthonormée de R3. Il s'ensuit

que Ad(L) est une rotation dans R3: 4d (L)=R,€S0(3)
c) L'application :
Ad :SU(2)»50(3)
L>Ad(L)=R,
est un homomorphisme de groupes :

Ad:SU(2)250(3)

98
YL, L'eSU(2):Ad(LL")=Ad(L)Ad(L')eSO(3) (98)
comme on l'a vu au point 4.2.1.
Preuve de (96) :
Montrons que Ad (L)GgEsu(2) : il faut et il suffit de montrer que :
® Ad(L)Gq veérifie: [ A4d(L)Go] '=—[4d(L)Gg]
® Ad(L)G vérifie: ¢r[Ad(L)Gg]=0
Onavuquea QeR>? onassocie dans su(2):
_ —cos D 1+i¢in 8
Q(Q)—expGQ—cos2 1+zsm2 n.o
avec Q=||Q||ln=0n ,|n|]|=1, oul'on rappelle que 6€[0,4n] .Donc:
_i| 6 0,—i0,)|_i i
=71y o e —5(6101+6202+6303)—50.Q
17772 3
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qui est (55).

Comme [0(Q)]'=[Q(Q)]"' ona: Go=-Gq -

D'autre part: det[Q(Q)]=1 implique ¢r(Gg)=0 .

Ces deux conditions sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que G, , élément de l'algébre de
Lie su(2) du groupe SU(2), soit un générateur de SO(3). On rappelle que :

dim su(2)=3

donc que su(2)=R 3

Montrons qu'il en est de méme pour Ad(L)G,
[4d(L)Go] =[LGoL "1 =(L ) G4l =—LGo L™ '=—4d (L) G
puisque par hypothése G;z:—GQ , LT=1"! :etdonc:

tr[Ad(L)Gql=tr[LGoL '1=trGo=0

donc: Ad(L)GgEsu(2)
Remarque : le commutateur de G, est développé comme suit :

1 1 , i
1= o o=, 1o
g m

soit :

[Ga G l=00yq (99)

L'identité (99) est une autre fagon de montrer que su(2) et so(3) sont des algébres isomorphes.
CQFD de (96).

Preuve de (97) :

On a vu que GQ:%O.QESu(2) , d'ol

(Eog)(ig)

—trl(0.9f (6.Q)]=t0.Q)(.)

:”[Z Bjekojok =

ok

4tr(GoGo)=4tr

:4trl%(—i)(o.§2)+(io.§2)

puisque gt—=g ;or: Ir (ojok) 6;'1( . d'ou : 41r(GoGg) ZG =||Q|=6

Comment se transforme la norme ||Q|| par Ad(L) ?

41r[(4d (L)G )" (4d(L)Gg)|=41r](—Ad (L) Gy)(4d (L) Gy)]
:4tr[—LGQL_1 LGQL_I]:4N”[L<_GQ>GQL_I]
:4tr[LG5GQL_l]=4l‘F[Gg+)_ GQ]=||Q||2

puisque —Go=Gg ,donc [|4d(L)Ggl=[IGgll .
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Conclusion : Ad(L) est une transformation qui conserve la norme dans su(2), donc c'est une rotation dans
R3: A4d(L)eSO(3)
CQFD de (97).

Preuve de (98) :

Ad(LL')Go=(LL"\Go(LL' ) '=LL'GoL ' L

=Ad(L)(L'GoL" ")=4d (L)(4d(L')Gg)

donc: Ad(LL')=Ad(L)Ad(L') ;

etlona: Ad(—L)Go=—LGqo(—L) '=LGoL '=4d(L)Gg ,donc:
Ad(-L)=A4d(L)=R,

CQFD de (98).

Le schéma suivant (figure 12) récapitule les propositions (96), (97), (98), (99), et pose une relation avec le
schéma de la figure 5 :

(59) Homomorphisme
de groupes : D

SO(3)
Lig&)z) > R,=D(L)€SO(3):VER*>V '=R (V) <

| Ch

F(L)eEnd(MZXz(C)):VeR3,M:V.oeMZXZ(V)eF(L)(M):LML‘ eM, ,(C)

su(2)={Gg;Go=—Gg et trG5=0}

3 ;
QeR A Gg=éc.96su(2) —

Q=0n dimsu(2)=3
‘ su(2)ER3
LESU (2):L=expGg su(2) et so(3) isomorphes : (99)
O14+i4in8 —
_c0521+zsm20.n [GQ’GQ']_GQxQ’

%

Ad(L)Go=LGoL "€su(2 )(96)

$ Y
1Q]=[Gol o
D(L)=R,=A4d (L)€SO(3)| 9g)t 1144 (L) G5l =[G oll| ©7)
|

figure 12 : représentation adjointe de SU(2) et rotation construite sur 'algébre de Lie su(2)
4.2.6 - Résumé
En résumé, on a vu que SO(3) et SU(2) présentent des similitudes en tant que groupes munis de leurs

produits de Lie :
— Les génerateurs infinitésimaux de SO(3), J,, vérifient les relations de commutation :

o S 1= 7
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(ekmj: coefficients de structure) qui définissent l'algébre de Lie so(3) de SO(3), ou les J,
interviennent dans I'expression des rotations finies par exponentiation du générateur :

R(8)=exp(Q.J)=exp(6,J +6,J,+60,J,)€S0(3)

ou Q = (0,,0,,05) dans une base orthonormée de E = RS, J= (J4:do.d3) avec :

0 0 O 0 0 -1 0 1 0
J=l0 0 1|, J,=|0 0 0|, J3=|-1 0 0
0 -1 0 I 0 O 0 0 O
les générateurs infinitésimaux étant introduits dans :
dR(0e,)
k
—_— =J,.R
a0 Jo=, J;-R(6ye,)
. 0% 2, 0" yn
d'ou : R(Bek)zexp(@Jk)z1+6Jk+2—/Jk+...+n—/Jk+...
— Les générateurs infinitésimaux de SU(2) sont les matrices de Pauli o, ils vérifient les relations de
commutation :
o, O. o
kT .m
[i 2 i > 1= € im! 2
ainsi que: ©,0;+0,0,=25,1 = (ro =0 0;:0/. (matrices hermitiennes). s

définissent l'algebre de Lie su(2), avec les coefficients de structure qui sont identiques a ceux de
so(3), et ou les o, interviennent dans I'expression des rotations finies obtenues par exponentiation

du générateur :

L(O):exp(z’Q.%)zcosglﬂ'singn.oeSU(Z)

ou Q= (91,92,93) dans une base orthonormée de E =R3, o = (01,02,03) avec :

_[0 1 [0 —i _[1 0
R i B P

SO(3) et SU(2) ayant les mémes coefficients de structure, et puisque a partir de ceux-ci les lois de groupe
peuvent étre construites localement, il existe une relation de représentation de SU(2) par SO(3) (ou
homomorphisme) exprimée par (98) ou (59) :

D: SU(2) — SO(3)
L—D(L) =R,

Les matrices de SU(2) sont des quaternions, c'est-a-dire des matrices complexes 2x2, L telles que :
-unitaires: L 1.T=1"L=1

- spéciales : det L=1

z

1= 1

2 2 2
etdelaforme: &=| '« «| avec: lz;[ +|z,/"=1
z

1
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Par I'hnomomorphisme D de SU(2) vers SO(3), tout élément de SU(2) peut étre représenté par un élément
de SO(3), mais la réciproque est fausse : un élément de SO(3) peut avoir deux éléments de SU(2) dont il
est limage, ce qui est le cas de D(L) = D(-L) (relation (63)). Dans le cas contraire on aurait un
isomorphisme entre SU(2) et SO(3), la représentation serait fidéle.

Le fait qu'il ne puisse exister de représentation fidéle entre SO(3) et SU(2) provient de ce que ces
espaces n'ont pas la méme topologie.

En effet, on a vu au point 4.2.2 que SU(2), en tant que groupe de Lie, est isomorphe a la sphére S3 de
rayon 21, et que SO(3), en tant que groupe de Lie, est isomorphe a la boule B(O,1) de rayon 1 : lorsque
[1Q]] = 1, donc lorsque Q = -1TU ou + 11U, le vecteur atteint le méme point par 2 rotations : R(-11) = R(1) et
deux points opposés sur la « surface » de la boule B(O,1) correspondent a la méme rotation (voir figure
6). On en déduit que SO(3) est doublement connexe: un chemin fermé parcouru deux fois
successivement est homotope a un point (il peut étre contracté indéfiniment jusqu'a un point).

En effet, puisque deux points opposés sur la surface de la boule B(O,1) sont confondus, un chemin qui
les relie ne peut pas se contracter indéfiniment autour d'un point quelconque puisque les deux points
opposés demeurent fixes. Pour qu'il soit contracté autour d'un point, il faut qu'il soit au minimum dédoublé
en un chemin infiniment voisin qui relie les deux points opposés. Chaque chemin peut alors se déformer
vers un c6té et vers un autre autour de deux points de la surface de la boule, tout en passant par I'un des
deux points opposés, donc confondus en un seul point.

Essayons de visualiser ces propriétés par les figures 13 et 14 suivantes :

Dans R? un chemin fermé (C) passant par un point A peut se contracter continiment en une suite infinie
de chemins fermés (C,), (C,),... devenant arbitrairement voisins a n'importe quel point B contenu dans le

domaine délimité par (C) (figure 13).
(C)

(C

figure 13 : notion d'homotopie

Il n'en est pas de méme pour un chemin fermé (C) dans SO(3) passant par deux points opposés A et A,
donc confondus en un seul point, donc contraints d'étre fixes (figure 14).

A
[ J
I
I

A=A
1 —(C) ne peut pas se
contracter continiment
en des points
quelconques B ou B' de
la surface de la boule
B(O,m)

2 — (C') infiniment voisin
de (C) peut se
contracter vers le
domaine contenant A' et
B', A' étant fixé, et (C)
vers le domaine
contenant A et B, A
étant fixé

3 — (C) passant par A fixé
se contracte continlment
autour de B, et (C')
passant par A' fixé, se
contracte continiment
autour de B'

figure 14 : SO(3) isomorphe a B(O, ) est doublement connexe
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Un chemin (C") infiniment voisin de (C), passant par A et A', peut se contracter continliment autour d'un
point quelconque B' situé seulement dans une partie de la surface de B(O,), et (C) peut se contracter
continment autour d'un autre point quelconque B situé seulement dans la partie complémentaire de la
précédente.

Un chemin fermé dans SU(2) équivaut alors a un chemin fermé dans SO(3) qui est parcouru deux fois :
ainsi, SU(2) est simplement connexe. On va le voir au point 4.3.

Une conséquence en mécanique quantique : une rotation de 41 dans l'espace physique (c'est-a-dire 2
tours) représente une rotation compléte décrite par SU(2), c'est-a-dire un vecteur qui retrouve sa position
et son orientation initiales.

En mécanique quantique l'utilisation de SO(3) et de SU(2) pour les rotations doit étre adaptée a la
représentation de l'objet physique : le chemin suivant lequel la rotation de I'objet physique s'effectue fait
intervenir la loi du groupe et n'est pas le méme selon qu'il s'agisse d'une représentation scalaire,
vectorielle, complexe, spinorielle, tensorielle de I'objet. Une représentation réelle par SO(3) sera adaptée
pour une fonction scalaire décrivant I'état de I'objet. Une représentation vectorielle par SO(3) sera adaptée
pour une fonction vectorielle (exemple, une quantité de mouvement). Une représentation par SU(2) sera
adaptée pour une fonction complexe ou un spineur (exemple, une fonction d'onde) :

wl(r,t))

Yir,t)= ()

ou Wy, sont complexes. Soit la fonction induite par une rotation, représentée par SU(2) avec (76) :

wl'(r,t>)

g (r,t)=[L1(r, t)=y(L 7 (r,1)=
P, '(r,1)

Si y(r,t) se transforme en :

wl(",l)

w’(r,t)zexp(—ig.%) ()

):(exp—GQ)w(",f) (100)

avec Q = 0n, alors par définiton (r, ) estun spineur.
Et comme vu en (70) :

exp(—i(6+2n)n.%)z—exp(—ien.%)
exp(—i(6+4n)n.%):exp(—i@n.%)

autrement dit un spineur tp(r, t) est invariant par une rotation 8 = 41, tandis qu'il change de signe par
une rotation 6 = 21r.

Remarque : théoreme de Wigner :

On a vu en (78) que pour deux rotations R et R' de SO(3) leur composition vérifie le produit de rotations
a une phase prés ¢(R,R') :

[R'R]=¢(R,R')[R'][R]
ou I'on rappelle que [R] désigne la rotation des états W(V) (relation (76)):

[R1o(V)=w(R"'V)

Dans la représentation qui utilise SU(2), que donne le produit des rotations pour la fonction induite,

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 57/194


http://fred.elie.free.fr/

autrement dit comment s'explicite le produit suivant :  [R; J[ R, ]y 2
On adaprés (76) :  [R, ]o| V)zw(Rz] V) ol RL est définie par (98) et (60) :

V=R, (V') <= V.o=L(V'.o)L™' ou L(Gg)=expGg par conséquent: V’:RZI(V') <=>

V'%ae=L"'(V.o)L ;alors:

[R,ALR, 10(V)=w(R, R, V)

avec: (R\R;'V).o=L""'(L7'(V.o)L)L'=L""L7'(V.6)LL" ou L'(Gy)=expGy,, .

Mais par hypothése, pour un spineur W, (100) donne : [R;1¥=(expGg)¥ ; donc:
(R, (TR, 10)=(ex0 G )[R, 10)=(exp G ex0 G0 = L(Gi ) (G) =L (G G

donc:

L(G,)L(Gg)=L(G,.Gg)  (101)

Le théoreme de Wigner énonce alors que, tandis que dans la représentation SO(3) on a (78), les
représentations a une phase prés du groupe des rotations SO(3) sont des représentations exactes du
groupe SU(2) dont les éléments vérifient (101) lorsqu'ils s'appliquent a I'espace des états de spin 1/2 (ou
spineurs) (voir par exemple [5]).

4.3 - SU(2) est simplement connexe

4.3.1 — Difféomorphisme entre SU(2) et S3

Le groupe SU(2) est l'ensemble des matrices 2x2 complexes, telles que, comme on l'a vu:
L L=L1L"=1 et detL=1 .On ales propositions suivantes :

m Proposition : SU(2) est difféomorphe a la sphére  §3c R 4 (102)

Preuve de (102) : - Soit une matrice complexe 2x2, élément de M, ,(C) :

LESU(Z) sietseulementsi: Y7 =7177=1 et detL=1 .Les éléments de L vérifient donc :

27y Zp=) , zi 2y =20z, =0 |z, ¥z, P21, |z, [P+|z,,P=1 , d'ou l'on tire :
11722 21712 ’ 11721 129227 ’ 11 120 — ’ 21 20 ’ ’

*

ZN ——Z

%
)1 12 et z,,=z ;on a alors :

22 11

qui est équivalente a l'expression (1). L est un quaternion unitaire, comme on le savait déja. L dépend de
3 paramétres réels indépendants puisque, en posant Z;=X;*iy, et Z,=X,*iy, ou X..V,ER
ona:
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2 2 2. 2 2 2
|le +|Zz| =x1+y1+x2+y2=1

qui est I'équation de la sphére S3CR4 , comme cela a été indiqué au point 4.2.2. Le quatriéme

paramétre étant lié aux trois autres, on a donc 3 paramétres indépendants.
Un difféomorphisme est une application bijective entre deux variétés, différentiable dans les deux sens

(voir par exemple [4]). Soit I'application entre S3cRr? et SU(2):

£:83cR*ssU(2)
x1+iy1 x2+iy2

(;( y X y ) L
1,7 1,72,72 . .
> > > —X2+ly2 ‘xl_lyl

A partir des 4 nombres reels (x4,y4,X,,Y,) on construit un quaternion unitaire ¢ (z1 , 22)€Q4
Soient i, j , ktels que : j*=j?=*=j jk=—1 , généralisant alors I'imaginaire pur i. L'élément (1,i,,k)
forme une base de Q : par définition, tout quaternion q de Q, s'écrit :
gq=x tiy +jx,+tky,

Q, muni de la multiplication est un groupe non commutatif. On note encore q en séparant sa partie reelle
et sa partie « imaginaire » ou vectorielle :

q=x,*v ou: Vv=y,itx,j+y,k appelé¢ quaternion pur (cf. point 1.3) qui équivaut & un vecteur de

Y

_ -1
R3: Y=|X,| .Linversedeqest: ¢ =x,—v eneffet, ona:
Y

2 2 2 .2 2 . . 2
(x1+v)(x1—v)le—x1v+vx1—v =X,V le—(y11+x2]+y2k)
2,2, .2 2 P . . . .
—x1+y1+x2+y2—x2y1(1]+]t)—yly2(1k+kt)+x2y2(]k+k])
Comme ij=—ji , ik=—ki , jk=—kj etqunitaire, il reste:

(x1+v)(x1—v)=x?+y12+x§+y§=1 donc q_1=(x1+v)_1=xl—v

Le produit de deux quaternions suit la méme loi que le produit de deux matrices de SU(2) :

r— 1 2 1 2| 1 2
LL'= * * -

qui donne aprés développement :

reo— ro_ r_ ro_ ' . ' ’ " P\ — .t Y
2" =X Xy Y X, x my, p iy X Ry kx, y my, x )=x T iy
[ A—

' r ' ' : ' ' ro__ P \— 1! s,
2! =X X Xy x =Yy gy, Y Y X kX gy, X,y )= iy
Le produit des deux quaternions correspondants donne quant a lui :

qq'=(x +iy +jx,+ky))(x' +iy' +jx' +ky',)
=x1x'1—y1y’1—x2x'z—yzy'2+i(xly'l+y1x’1)+j(x1x’2+x2x'1)+k(xly'2+y2x’l)
+ij<y1x '2_x2y'1)+ik(y1ylz_yzyrl)'kjk(xzy'z_yzx '2)
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or: ij=ijk(—k)=k ; ik=—j ; jk=i dou:
qq'=x x| =(y,y' +x,x" 4y, "))
+x1(iy’1+jx’2+ky’2)+x’l(iy1+jx2+ky2)
+i(x2y'z_yzx'2)+j(y2yll_ylylz)"'k(ylx’z_xzy,1)
et I'on remarque que :

r— r i i ' '
gq =x ;X [TV.v +x v +x 1v+v><v (103)

Pour comparer a LL' on regroupe :

— r o r r ’
X=X X =y T X )=,y
— ' ' ro_ '
Yi=xy'i+x' yitx, ) —y,x’,
— ' ' r_ '
Xo=x x4k x " Xy, v =y v,
— ' ' r_ '
Yo=xpy'htx’ yty x—x, v’

qq'=X +iY +jX,+kY, oy

acompareravec X' *iy'' +jx"" +ky', -onabien:

rr — rr — rr — rr —
X=X, v EY D X=X, Y=Y

Donc un quaternion unitaire est bien isomorphe a une matrice de SU(2) :

g:Q4->SU(2)
x1+iy1 x2+iy2

q=x1+iy+jx,+ky,>L= . .
—x2+ly2 xl—lyl

Il revient au méme de dire que les éléments de SU(2) sont des quaternions unitaires.
L'application g est bijective et différentiable, son inverse g! est aussi différentiable. L'application h qui

associe a (xl,yl,xz,yz)eS3 un quaternion ¢=x;*iy, +jx,+ky,€0Q , est elle aussi bijective et

différentiable, donc  f=goh: S3 >SU (2) est bien un difféomorphisme (figure 15).

f:8°cR* / » SU(2)
(xl,yl,XZ,yz) L(ZI,ZZ)
h g Zy =X+,
Z,=X, %y,
0,

q:xl+iy1+j)cz+ky2
figure 15

Le difféomorphisme f transporte le produit de SU(2) a Q, donc a s3.
CQFD de (102).

4.3.2 — Formule de Rodrigues

Puisque le quaternion q:x1+iy1+jx2+ky2:x1+v(y1,x2,y2) est unitaire, c'est-a-dire
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2_ 2 2
g7 =x7+lv["=1

il peut s'écrire :

q=cos%+nsin% (104)

. _ , o win D _ 0 . .
ou n vecteur unitaire donné par v—ns1n§ et avec xl—cosz , ainsi qu'on I'a vu aux points 2.1, 2.4,

4.1, et on a vu en (55) que la matrice de SU(2) correspondante est :

L(G)zcosglﬂ'sinﬂn.c

Soit p un quaternion pur de P,, c'est-a-dire un vecteur de R3, on a vu au point 2.1 que I'application de P,
dans P,, c'est-a-dire de R® dans R3, définie par :
" -1
R (p)=p'=qpq

est une rotation autour du vecteur unitaire n d'un angle 6, qui s'explicite par la formule de Olinde
Rodrigues :

Rq(p):p'=(cos@)p+(l—cosﬂ)(p.n)n+(sin6)n><p

=(p—n(n.p))cosO+(nX p)sin0+(p.n)n
donc :
p'=R (p)=p cosO+(nXp )sinb+p, (105)

ou p. composante de p orthogonale a n
p,, composante de p colinéaire a n.

4.3.3 — Connexité, chemins, homotopie, connexité par arcs, simple connexité

m Définition : espace simplement connexe

Soit E un espace topologique. E est connexe si et seulement si E ne peut pas étre obtenu par la réunion
de deux ouverts disjoints X, et X, :

~(3X |, X, ouverts cE; X NX =@ et E=X UX,)

ou 1 est l'opérateur logique « négation ». Intuitivement, cette définition traduit que E est en un seul
morceau (figure 16).

\/

<)

e

.:
00
S
X

<

o

3R
020
2%

X

R R
2
5
KK

> E=X,UX,

R
55
R
LK%
585
Soletet
S
K5
Sotele%

05X
::::::
potetet
R,
RS
I
R

K>
(<5
n": -
%
X

2

E = X, X, #@
(E) est connexe (E) n'est pas connexe

figure 16 : espace connexe et espace non connexe
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Intuitivement, un espace topologique connexe est simplement connexe si, en plus d'étre connexe, il n'a
pas de « trous ». Pour préciser, tout lacet (ou chemin fermé) doit pouvoir se contracter de maniére
continue en un point de I'espace.

Une condition suffisante pour que E soit connexe est qu'il soit connexe par arcs: deux points
quelconques de E peuvent toujours étre reliés par un chemin continu.

Précisons ces notions topologiques de maniére plus formelle.

m Définition : chemins dans un espace vectoriel normé :
Soit E un espace topologique. Un chemin reliant deux points u et v de E est une application continue :

¢:[0,1]eR>E _ _
x> ¢(x)eE avec @(0)=u,¢(1)=veE
La relation notée u ~ v exprimant « u et v sont reliés par un chemin » est une relation d'équivalence
sur E : on appelle composantes connexes par arcs de E la classe d'équivalence (E,~). En effeton a :
— «~»estréflexive: u ~u,Vx€[0,1],¢(x)=u

— «~»estsymétrique: u~v <=> v~u : @0)=u,¢(l)=v <=>¢'(0)=v,¢'(1)=u avec
¢'(x)=¢@(l—x) : ¢ est le chemin inverse de ¢ ol v est le point de départ et u le point
d'arrivée.

— «~»esttransitive: u~v et v~w = u~w ,00)=u o(1)=veteg'0)=v,0(1)=w
avec donc @'(0) = ¢(1). Il suffit donc de trouver un chemin ¢" défini par :

VxE[O,%],Cp"(x):CP(ZX)

Vel 5 110" (x)=g'(2x-1)

et I'on a bien :
¢"(0)=¢(0)=u

¢"(172) = ¢(1) = v = ¢'(0)
¢"(1)=0'(1)=w

m Définition : espace vectoriel normé connexe par arcs

L'espace vectoriel normé E est connexe par arcs si tout couple de points u , v de E est relié par un
chemin entierement inclus dans E (figure 17).

m Proposition : Les applications continues f d'un espace vectoriel normé E dans un espace
vectoriel normé F conservent la connexité et la connexité par arcs : si E est connexe ou connexe (106)
par arcs, alors F = f(E) est respectivement connexe ou connexe par arcs.

Preuve de (106) :

Soient u',v'€f(E) ,alorsilexiste u,vEE telsque u'=f(u),v'=f(v) .

Soit le chemin: @:[0,1]12E,¢(0)=u,@(1)=v alors u'=f(¢p(0)),v'=f(q(1)) et puisque ¢ et f
sont continues, fo@:[0,1] f(E) est continue et est un chemin reliant u' a v, donc f(E) est connexe

par arcs.
CQFD de (106).

(E) est connexe par
o (E) arcs mais pas
simplement connexe

v
figure 17 : espace connexe par arcs, non simplement connexe
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m Définition : espace vectoriel normé localement connexe par arcs :

Soit E un espace vectoriel normé. Une base d'ouverts de E est un ensemble d'ouverts B,<E tels que

tout ouvert X de E est formé par la réunion d'ouverts de cet ensemble. Lorsque les ouverts de cette base
sont connexes par arcs, alors E est dit localement connexe par arcs.

Tout espace vectoriel normé est localement connexe par arcs. C'est le cas de R" et C".
Tout espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs.

m Définition : lacet, ou chemin fermé :

Soit E un espace vectoriel normé. Un lacet sur E est un chemin  @:[0,1]cR->FE tel que les points de
départ et d'arrivée soient confondus : ¢ (0)=u=¢(1)=v€EE
Une autre facon de définir le lacet est :

Soit S' le cercle unité dans C:  |z|=1,z€C : alors cp:Sl-)E est un lacet.
m Définition : simple connexité :
Soit E un espace vectoriel normé connexe par arcs. E est simplement connexe si tout lacet est

homotope a un point de E.
Deux chemins ¢, et ¢, de E sont homotopes s'il existe une application continue (appelée déformation) :

h:[0,11X[0,1]>E

(x,y)>h(x,y)€E
h(x,0)=qy(x) ;5 h(x,1)=¢,(x)

avec la condition que les chemins @, et ¢, ont mémes extremités :

@ et ¢, sont homotopes @, et ¢, ne sont pas homotopes

figure 18 : homotopie

Un point de E équivaut & un lacet constant: WV x€[0, 1],cp(x):u€E . Un espace E est donc
simplement connexe si tout lacet sur E est homotope a un lacet constant (on dit aussi que tout lacet est
homotope a zéro).

m Exemples :

C - {0} n'est pas simplement connexe : tout lacet autour de 0 ne peut lui étre homotope.
Un tore n'est pas simplement connexe.
SO(n) (n = 2) n'est pas simplement connexe.

La sphére S" (n = 2) et SU(n) sont simplement connexes.
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m Définition : convexité :

Soit E un espace vectoriel normé. Soient u et v deux vecteurs de E. On appelle segment [u ; V]
l'ensemble des vecteurs w=Au+(1—A)v pour A€E[0,1]cR
E est convexe si tout segment est entierement inclus dans E (figure 19).

v
u ’L [uu;vu]
\"
E '
v
< [u'v]
E n'est pas convexe E est convexe

figure 19 : convexité

m Exemple : Toute partie convexe d'un espace vectoriel normé sur R est simplement connexe.

m Proposition : Un espace vectoriel normé E connexe par arcs est simplement connexe si et
seulement si toute fonction continue injective f: S — E peut étre prolongée en une fonction (107)
continue f': D? — E ou Dzz{zeC;|z|s1} est le disque unité du plan complexe C.

m Définition : compacité :

Soit E un espace vectoriel normé. Une famille d'ouverts { X, },cx finie ou pas est un recouvrement
ouvert de E si leur réunion est égale a E :

E=UX,
kek

E est dit compact si on peut extraire de la famille X };cx une famille finie X'}, , qui
recouvre E :

E=U x|,
m=1,...,n

On montre les propositions suivantes :

m Proposition : Un espace vectoriel normé E est compact si et seulement si on peut extraire une suite
convergente dans E (au sens de sa norme) a partir d'une suite (un)nENEE

m Proposition : Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie : dim E = n. Alors ses sous-espaces
compacts sont les ensembles topologiquement fermés et bornés.

m Proposition : La 3-sphére S3 est compacte, simplement connexe et sans bord. (108)

Puisque SU(2) est difféomorphe a S3, il est lui aussi compact et simplement connexe.
5 — Spineurs (voir aussi [9], [7])

5.1 - Algébre de Lie su(2) de SU(2)

On récapitule sur les propriétés de su(2) :

On a vu que les éléments du groupe de Lie SU(2) sont de la forme :
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L(0)=exp

iQ.%):cosglﬂ'sin%n.oESU(2)

ou Q = (8,,8,,85) = Bn dans une base orthonormée de E = R3, 6 = ||Q|| variant dans [0,4TT], o = (04,0,,05)

avec les matrices de Pauli :
10 1 {0 —i (1 0

-0 O
Les générateurs de SU(2) sont Go=i Q'E et en tant qu'éléments de l'algébre de Lie su(2), ils ont les
propriétés caractéristiques : G;;:—GQ et trGo=0 (rappel: LT=171 et detL=1 ). On a vu
que le générateur est donc une matrice 2x2 de la forme :
i 0 0.—i6 i i
Go=— 3 I ""21=—(0,0,+0,0,+0,0,)=—0.Q
2721 +i0 _9 2(11 2233)2
1 2 3

x1+iy1 x2+iy2 _

Comme L(B) est un quaternion unitaire : L= ) )
—x2+ly2 )Cl—ly1

x iy, +jx,*ky, son égalité

avec (57) donne :

0. .. .0 . .0
L(6)= cos§+zn3sm§ (n2+zn1)smE [ xyriv, xyiv,
(—n2+inl)sin% cos% —in3sin% —Xytiy, X iy,

ce qui fournit les composantes du quaternion en fonction des parameétres de la rotation (6 , n) :

xlzcosg ; y1=n3sin%
.9 : (109)
Xp=mysing ;5 yy=msing

L'espace des générateurs de SU(2) est l'algébre de Lie su(2) de SU(2) :

+—

su(2)={GeM , ,(C):G =—G ettrG=0}

On a vu que su(2) et so(3) sont des algébres de Lie isomorphes.
5.2 — Définition des spineurs (*)

On appelle spineurs les vecteurs complexes a deux composantes qui se transforment par une rotation
d'angle 6 = ||Q|| et d'axe Q = Bn selon:

_[w = Wil
w_(w;)-np —L(G,n)(w;)—L(e,”)w (110)

ou L(0,n)eSU(2) (voir point 5.1) (°).

Remarque : étant donné que les composantes de L(0,n) sont complexes, si W est un doublet de deux
réels, sa transformation par rotation peut donner un doublet de deux complexes. Cela se traduit par :

4 Références proposées : [6], [7], [8], [9]
5 On rappelle qu'il s'agit ici de la rotation induite.
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contrairement aux vecteurs réels, la rotation des spineurs ne conserve pas la nature réelle ou complexe
de leurs composantes. Physiquement, cela implique que si une grandeur physique est décrite par un
spineur, elle peut étre observée comme un doublet de nombres réels pour un observateur et comme un
doublet de nombres complexes pour un autre observateur dont les coordonnées se déduisent de celles
du premier par rotation.

S'agissant de SO(3), on a vu au point 4.2.2 que l'espace des vecteurs de rotation Q, paramétres de

SO(3), est une boule B(O, ) de R® de rayon 1 dont les points diamétralement opposés sur la surface (la
sphére) correspondent a la méme rotation puisque R(1TU) = R(-1TU). On a vu au point 4.2.6 que cela a
pour conseéquence que cet espace est connexe mais non simplement connexe : un chemin reliant deux
points opposés de la sphére n'est pas homotope a un point. Cette propriété topologique est globale sur
I'espace des Q associé au groupe SO(3). En revanche, elle n'est pas vérifiée localement, c'est-a-dire au
voisinage de la rotation identité O = 1 (le centre de B(O,1)): tout chemin fermé y est localement
homotope a un point.

Or l'algébre de Lie so(3) de SO(3) est formée des générateurs issus des développements limités au
voisinage de 1. Elle n'a donc pas la méme topologie que SO(3). L'intérét de so(3) est que l'on peut obtenir
une représentation continue du groupe SO(3) par exponentiation :

R(0)=exp(Q.J)

cette représentation étant bi-valuée puisque so(3) et SO(3) n'ont pas la méme topologie.
Cette situation est générale : la représentation d'un groupe de Lie G obtenue a partir de son algébre de
Lie, g = Lie(G), est multiplement valuée si G et sa représentation n'ont pas la méme topologie.

Pour récupérer la continuité de la représentation de SO(3) il a été nécessaire de recourir aux matrices de
SU(2), qui est simplement connexe, pour associer la représentation a8 une matrice de rotation R de

SO(3) (relations (59), (60)) :

VVeR’, LeSU(2); M=V .o: R, (M)=LM L™

Les composantes de L sont données par (109) : elles permettent de vérifier qu'un chemin fermé, reliant le
centre O = 1 de B(O,m) a la surface (||Q|| = ), puis reliant la surface au centre O = 1, par variation
continue 1 < ||Q|| < 21, correspond dans SU(2) a un chemin reliantL=1 a L = -1. En effet (109) donne :

0=0— L(o):(1 O):1

0 1
in n.+in
o=m Llmj=| T
n,+in, in,

qui n'est pas un chemin fermé dans SU(2). On aurait un chemin fermé dans SU(2) pour :
0=020=n2>0=2n->0=4n

ce qui se traduit par : pour les spineurs, auxquels s'appliquent les éléments de SU(2) selon (110), la
rotation nulle (ou identité) dans R3 correspond a une rotation 8 = 0 modulo 4.

On démontre plus généralement :

m Théoréme : Représentation n-valuée d'un groupe et connexité :

; . ; . . 111
Les représentations d'un groupe n-fois connexe sont au plus n-valuées. o

m Exemple: On a vu, en effet, que SO(3) est doublement connexe (2-fois connexe) et que sa
représentation est bi-valuée (2-valuée).
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m Théoréme : Recouvrement universel :
Soit un groupe n-fois connexe G, d'algébre de Lie, g = Lie(G). Alors il existe un unique groupe G'
simplement connexe de méme algébre de Lie que G :
(112)
Lie(G")=g'=Lie(G)=g

G' est appelé recouvrement universel de G.

m Exemple: On a vu que G' = SU(2) est le recouvrement universel de G = SO(3) puisque SU(2) est
simplement connexe et que so(3) = su(2).

Cependant la représentation SO(3) de SU(2) n'est pas fidéle, ce n'est pas un isomorphisme (points 4.2.1,
4.2.5), puisque R =R .

5.3 — Revétement universel
(voir aussi [25], [13], [10])
m Définition : groupe de revétement universel :

Soit E un espace vectoriel normé (ou plus généralement un espace topologique).
Un revétement de E est un espace F pour lequel il existe un homéomorphisme local surjectif vers E

(appelé projection) : w:F = E tel que pour tout a€FE il existe un ouvert A contenant a tel que 1'r'1(A)
soit réunion disjointe d'ouverts Bj de F

m'(A)=UB;et 1B =0
J J

etsi @B ,CF >4 estun difféomorphisme.

m Exemple classique : Une hélice est le revétement du cercle sur lequel se projettent ses arcs disjoints
(des ouverts topologiques) (figure 20)

m1(A)=B, UB,UB; U...
et ByNB,NByN...=Q

figure 20 : Revétement

Plus précisément, pour tout a€FE il existe un ouvert A contenant a, un espace discret D et un
homéomorphisme :

hin'(4)» AXD
VEJ'E_I(A)-) h(v)=(a,d);a€A,deD
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qui commute avec les projections 1T :
h(v)=(a,d) => n(v)=a€4

D est appelée fibre discréte, E est la base.
Un revétement est trivial si :

ﬂ:(h_l(a,d)):a

m Exemple : revétement du cercle par la droite réelle (figure 21) : - Le cercle slcc a pour revétement
R par la projection :

n:F=R->E=S'
x=>n(x)=exp(2imx)=cos2 mx+isin2mx

L'inverse donne : ﬂ_l(n(x)):xmodz puisque les éléments source sont définis a 2mn prés, neZ
donc la fibre D est infinie dénombrable : D= {2nn;n€Z}

figure 21 : illustration du revétement de S” par R

Si le revétement est connexe par arcs et si le groupe de ses automorphismes est transitif sur la fibre
attachée a chaque point, il est dit normal, ou régulier ou de Galois.

m Définition : revétement universel .
On appelle revétement universel de E un revétement normal F tel que pour tout revétement F' de E il
existe un morphisme f: F — F'.

m Définition : Simple connexité semi-locale :

Un espace topologique E connexe par arcs est dit semi-localement simplement connexe si tout point
u€E admet un voisinage X tel que tout lacet en u, contenu dans X, est homotope a une constante

dans E.

m Définition : Relevement :

Soit E un espace topologique, et un revétement mn:F->FE . Soit f:Y->FE une application continue.
L'application f':Y>F telle que f=mof":Y>E estappelée relevement de f a F. De plus f ' est
appelée relevement d'origine ':n_l(u)eF avec u€FE siles points bases yeY et u€FE sont
donnés fixés. (figure 22).

m Théoreme : (113)
1°) Tout revétement connexe est un revétement universel.
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2°) Un espace connexe par arcs possede un revétement simplement connexe si et seulement s'il
est semi-localement simplement connexe.
3°) En corollaire toute variété topologique posséde un revétement simplement connexe.

Y

figure 22 : relevement
5.4 — Groupe Spin(3) : c'est le revétement universel de SO(3)
(voir aussi [27], [28], [30], [31], [14], [32], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [29], [40] )
5.4.1 — Définition : groupe Spin(3)

On sait que SO(3) est connexe, mais pas simplement connexe ; il est connexe par arcs. Et comme on a

vu qu'il est localement connexe (point 4.2.6), du théoréme (113-2) ci-dessus on déduit que SO(3) posséde

un revétement simplement connexe.

On démontre que le revétement simplement connexe est unique : plus précisément, s'il en existe deux

alors il existe un isomorphisme unique entre eux [10].

D'une maniere générale, soit E un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-

localement simplement connexe. Pour un point-base u€FE |, s'il existe deux revétements connexes et

simplement connexes de E, #®n:F->F et an':F'>E , alors il existe un unique isomorphisme
f:F>F' entre les relevements.

Soit maintenant SO(n), groupe de Lie des matrices réelles de rotation nxn : comme pour SO(3), les SO(n)

sont des variétés compactes et connexes par arcs, mais non simplement connexes. lls possédent chacun

un revétement simplement connexe, leur revétement universel.

Le revétement universel de SO(n) est, par définition, le groupe Spin(n) (ou groupe des spineurs).

Comme il est simplement connexe, il est plus simple et plus pratique d'y traiter les rotations parce que

celles-ci n'ont plus les ambiguités des rotations de SO(n) liées a leurs n-valuations.

m Exemple : Pour SO(2), groupe des rotations dans le plan R?, il est topologiquement équivalent au cercle
S puisque un élément de SO(2) s'écrit :

r(0)= cos  —sin isomorphe & z(6)=cos0O+isin® avecdonc |z(0)}=1
sin® cos0

On a vu que le revétement universel de Stlestle groupe (R,+) : toute matrice r(0) est la projection d'une
infinité dénombrable de nombres réels 6, les angles, égaux modulo 2tn ou n€Z . Il s'ensuit que le

groupe fondamental de SO(2) (voir définition ci-aprés), ou ce qui est équivalent, de S, est isomorphe a
Z, puisque a un chemin fermé autour de zESl correspondent n parcours fermés du cercle s', nez

m Définition : Groupe fondamental d'un espace topologique E :

Soit u€FE un point-base de I'espace topologique E. Le groupe fondamental, ou groupe de Poincarsé,
est par définition I'ensemble des classes d'équivalence des lacets pour la relation d'homotopie. La loi de
groupe décrit la succession des lacets.
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Prenons I'exemple du tore T2l y a deux familles de chemins fermés du tore passant par un méme point-
base ,ec7? . Les chemins fermés de la premiére famille, ou premiére génératrice g4, sont tous
homotopes entre eux ; les chemins fermés de la deuxiéme famille, ou seconde génératrice g,, sont tous
homotopes entre eux (figure 23). Les lacets g, et g, n'appartiennent pas a la méme classe d'homotopie :

I'ensemble des lacets qui leur sont respectivement homotopes, muni de la loi de composition des lacets,

forme le groupe fondamental du tore T2, L'élément neutre du groupe est la classe d'homotopie des lacets
coincidant avec u, l'inverse d'un lacet est le lacet parcouru dans le sens contraire, la composition des

figure 23 : les lacets g, et g, sont des génératrices du tore T2 passant par u fixe, ils ne peuvent pas étre
homotopes : ils définissent 2 classes d'équivalence de lacets qui leur sont homotopes

5.4.2 — Enoncé du théoréme et remarques préliminaires : algébre de Clifford, théoréme de Cartan-
Dieudonné, groupes Pin et Spin

m Théoreme :
A) Le revétement universel de SO(3) est Spin(3).
B) Spin(3) est connexe par arcs et simplement connexe. Il s'ensuit que Spin(3) est isomorphe a (114)

la sphere S3cR 4

On montre plus généralement que pour n = 2, Spin(n) est connexe par arcs.

La preuve de (114-A et B) sera donnée aux points 5.4.3 et 5.4.4. Auparavant on aura besoin de ce qui
suit :

En effet, une fagon de montrer (114-A) est d'utiliser I'algébre de Clifford (voir [1]) :

Soit E un espace vectoriel sur un corps K, de dimension dim E = n, muni d'une forme bilinéaire q(u,v),

avec u,veE . C'est donc un espace vectoriel normé par la forme quadratique q(u,u). Par exemple la

forme bilinéaire est un produit scalaire. La forme quadratique peut étre de signature positive ou bien

négative.

Par rapport a la définition d'une algebre de Clifford C(E) sur E, ou E muni de la forme bilinéaire q, une

définition équivalente est donnée ci-aprés.

m Définition : Algebre de Clifford :

Soit T(E) I'algébre des tenseurs sur E et Id(T(E)) I'idéal engendré par les tenseurs :
uu+q(u,u)1;YuekE

L'algebre de Clifford sur E, C(E,q) est: C(E,q)=T(E)/Id(T(E))

C'est une algebre associative unitaire. On démontre le théoréme suivant de la propriété universelle

d'une algébre de Clifford :
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m Théoréeme : Soit U une algébre associative unitaire et une application linéaire : f:E->U
telle que : VuEE:f(u)ZZ—q(u,u)l ; alors f se prolonge en un morphisme unique entre
l'algébre de Clifford C(E,q) et I'algébre U: (f):C(E,q)>U et C(E,q) est I'unique algébre sur
laquelle s'effectue ce prolongement.

L'algébre de Clifford est muni d'une opération produit de Clifford, noté ici « o » qui est telle que :

(115)

VuEE:uou:u2=—q(u,u)1 (116)

autrement dit, le carré de u dans l'algébre de Clifford est la forme quadratique. On avait noté dans [1] :
uou:q(u, u)1 , mais de fagon générale on ne préjuge pas du signe de la forme quadratique.
Une conséquence de (115) est que C(E,q) est I'algébre engendrée par E et par (116).

On appelle caractéristique du corps K, muni de I'addition (+) et du produit (x), le plus petit entier ¢ > 0 tel
que :

cl=1,+1 +.+1 = 0.
€ ctermes =

ou 1, est I'elément neutre pour le produit (x) et 0, I'élément neutre pour I'addition (+).

Une autre conséquence de (115) est que pour un corps K de caractéristique ¢ # 2, I'algébre de Clifford
C(E,q) est l'algebre engendrée par E et par la relation :

Yu,veE:uov+vou=—2¢q(u,v)1 (117)

1
Dans [1] I'équivalent de (117) est le produit intérieur au signe prés : u.VZE(uOv+v0u)

On a montre en [1] qu'une base de C(E,q) est obtenue a partir d'une base {e,} (k = 1,...,n) de E par :

e, ce, . o.0e 1<k <.<k <n;0<j<n
1€41°€ ki 1 j j=n}

et donc que :
dimC(E ,q)=2""E (118)

Soit Diff(E) I'espace des formes différentielles sur E (°®). On montre qu'il existe un isomorphisme entre
Diff(E) et C(E,q) tel que :

a: Diff (E)>C(E,q)

kz/\.../\ekj—)e o.,.o0e

(119)

e ]/\e

k k1°€k2 ki

ou « , » désigne le produit extérieur des formes différentielles.

m Exemple de (119) : pour E = R" muni du produit scalaire ordinaire : u,veR":q(u,v)=u.v
— Cas n®1: E est la droite reelle R (n = 1) avec un seul vecteur de base {e,}, (116) donne :

e]=—l

Or la base de C(R, .) est: {1, e} et dim C(R, .) = 21 = 2. D'oul I''somorphisme de C(R, .) avec C :

CR,.)~C

6 Voir par exemple [11], [12].
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— Casn°2:labase de E = R? est {e4, ey} avec, selon (116) :

e*=e Z(eloe2)2=—1

277 6°€)

C(R?, o) a pour base {1, €4, €5, €, 0 &,} avec dim C(R?, o) = 22 = 4. Par conséquent C(R? , o) est
isomorphe a l'algébre des quaternions Q, de dimension 4, les quaternions n'étant pas unitaires

(ceux unitaires forment une sous-algébre de dimension 3 comme on l'a vu, puisque une
composante est liée aux trois autres) : C(R2 , 0) ~ Q4. On a vu au point 5.1 qu'un quaternion se

décompose sur la base {1, i, j, kavec 2 =2 =K?>=ijk =-1:
L=x+y i+x,j+y, k
onadonc: i=ece,, j=e  k=e,
— Casn°3:Labasede E =R3est {e4, ey, €5} avec, selon (116) :
2_ 2 2 o op =1
e|=e;=e;=e ce,0e,=
La base de C(R®, o) est:{1,e,,e,,€;5,€,0€,,€,0€;,€50€,, €, 06,08, }avec dim CR?, o)

= 23 = 8. Cette base s'identifie a la somme ensembliste des bases des deux algébres isomorphes
aqQ,:

Onadunepart:{1,e,0€,,€,0€;5,€30€4}~{1,1j, k},

et d'autre part : {e,,e,,e;,€,0€,0e53} ~{i,j k -1},

de sorte que C(R?>,o) ~0,80, .
On appelle produit intérieur d'un vecteur u€FE avec une forme différentielle weDz‘ﬁ’(E)
u.w(ul,...,uk_l):m(u,ul, ...,uk_l)
A partir de (119) on montre alors (cf. Annexe 4) :

uoa(w)= oc(of1 (u)/\oa—(x_1 (u). o)

et alw)eu=al(- ) (a wnora w).o))

Les relations (120) montrent que (Diff (E), A) et C(E,q;°) sont isomorphes, ou encore : le
produit extérieur des formes différentielles sur E est lié au produit de Clifford. On peut donc identifier ces
deux algébres.

Autre conséquence du théoréme (115) :

Soit w: (E q)->(E’, q ’) une isométrie entre deux espaces vectoriels E et E' respectivement munis des
formes bilinéaires qetq':

q'(w(u),u(v)=glu,v)
alors p se prolonge en un morphisme entre leurs algébres de Clifford :
(W):C(E,q)»C(E",q") (121)

SiE'=E etsipy=-idalors :
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(w)=(—id):C(E,q)>C(E.q)

ek]O...oekié(—l)jek]o”.oe

(121bis)
ki

Soit GC(E,q ; o) le groupe muni du produit de Clifford, constitué des éléments de C(E,q) de norme non
nulle :

GC(E,q;°)={u€C(E q);q(u,u)#0}

Les éléments de GC(E,q ; o) sont donc inversibles ; en effet, d'aprés (116) :

oy=— <=y =
uou=—q(u,u) u ) (122)

Sile corps K est R ou C, alors GC(E,q ; o) est un groupe de Lie de dimension: gim GC(E, q ;o):z”
Soit gc(E,q) I'algébre de Lie de GC(E,q ; o). On montre que gc(E,q) est isomorphe a C(R",q ; o) :

gc(E.q) ~C(R",q.[.])

ou [, ]estle crochet de Lie :

Yu,veC(R",q,[,]1):[u,v]=ucv—vou
Soit le morphisme entre GC(E,q ; o) et le groupe des applications linéaires agissant dans C(E,q) :

Ad:GC(E,q;°)*»GL(C(E,q))

123
u=(A4d(u):veC(E,q)>ucvou ") (123)
Par définition Ad est |la représentation adjointe du groupe GC(E,q ; o). Cette définition généralise celle
que l'on a vue en (96).
La différentielle de la représentation adjointe DAd de Ad en u = 0 peut étre calculée comme suit :

Soit @ un chemin dans GC(E,q ; o), avec ¢(0) =1 et @ '(O)—(Z—(p) —acgc(E,q) .Alors:
u=0
DAd(1)(a)(v) estvecteurtangentenu=0a Ad(q(z))(v)=¢(t)ovoq '(z) ou t€[0,1] ,soit:

ostindie - DAd(U(a)(V):cp’(O)OVO@(O)ﬂp(0)ovo(cp‘1)'(0):aov—voa

DAd(1)(a)(v)=[a,v] (124)
La différentielle de la représentation adjointe en u = 0 donne le crochet de Lie.
Soit maintenant u€E telque ¢(u,u)#0 .On a évidemment :
u€ EcGC(E,q;°)

Alors la représentation adjointe Ad de E en tant que sous-espace de GC(E,q ; o), a pour image E lui-
méme, et l'on a:

VvEE,Ad(u)(v):—v+2Mu (125)

qlu,u)

Preuve de (125) : - De (122) et (123) on a:
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VvEE:—q(u,u)Ad(u)(v)z—q(u,u)uovou_lz—q(u,u)uOVO(—

=uo(vou)=uo(—2q(u,v)—uov)=—2q(u,v)u—ucouov
=—2g(u,v)u—(uou)ov=—2q(u,v)u—(u*)v=q(u,u)v—2q(u,v)u daprés (117) et (116),

d'ou le résultat (125).
CQFD de (125).
On a donc l'inclusion :

{(u€E ; q(u,u)#0}c{weC(E,q); Ad(w)(E)=E}

Il existe donc le sous-groupe de GC(E,q ; o) engendré par les vecteurs u de E vérifiant ¢ (u,u)#0 ; soit
G(E,q) ce sous-groupe :

G(E,q)={u€GC(E q;°); Ad(u)(E)=E}
On démontre alors, en utilisant le théoréme de Cartan-Dieudonné, la proposition suivante :

m Proposition : La restriction sur G(E,q) de la représentation adjointe sur le groupe orthogonal
O(E,q) agissant sur E muni de sa forme bilinéaire q, est un morphisme surjectif : (126)

Ad |G(E,q)G(E,Q)_)O(E,Q)

Rappel: - Le groupe des endomorphismes orthogonaux dans E, O(E,q), est constitué des
endomorphismes qui conservent la forme quadratique :

O(E,q)={M€eGL(E);YueE ,q(M(u), M (u))=q(u,u)}={MEGL(E);qgcM=q}

m Théoréme de Cartan-Dieudonné : - Tout élément du groupe orthogonal de E, M €O(E,q)

est le produit d'au plus n réflexions, ou n = dim E.

Plus exactement : soit F=Ker(M—id) lI'espace des invariants de M (espace des u€E (127)
tels que M(u) = u) et c(M)zn—dimF sa codimension. Alors M est le produit d'exactement

c(M) réflexions.

Une réflexion est une isométrie 7€0(E,q) telle que Ker(r—id) estun hyperplan de E.

m Exemples: Dans E = R?, r=((1) _01) représente une réflexion, exprimée dans une base

orthonormeée (e,,e,). C'est aussi une symétrie par rapport a Oe, (figure 24).

€

figure 24 : exemple de réflexion dans R?
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-1 0 O
Dans E = RS, r=[0 1 0 représente une réflexion exprimée dans une base orthonormée

0 0 1
e,,6,,6,), c'est aussi une symétrie orthogonale par rapport a un plan, en l'occurrence ici le plan Oe. e
1:€2:€3 y g 283

(figure 25).

Ae3 r(u)

€4
figure 25 : exemple de réflexion dans R®

m Définition : vecteur isotrope
Un vecteur u€FE estisotrope pour la forme bilinéaire q si q(u,u):O , il est anisotrope dans le cas
contraire. La forme bilinéaire q est dite isotrope s'il existe au moins un vecteur isotrope non nul  u#0

m Proposition : Si u et v de E sont deux vecteurs anisotropes, et si leurs formes quadratiques (128)
sont égales, alors u+v ou u-v sont également anisotropes.

Preuve de (128) :

On alidentité : g (u+v,u+v)+q(u—v,u—v)=2(q(u,u)+q(v,v))

Par hypothése : ¢ (u,u)#0 et q(v,v)#0 et gl(u,u)=q(v,v) ,larelation précédente donne alors :
gutv, u+v)+q(u—v,u—v)=4q(u,u)=4q(v,v)

Si utv et u-v étaient tous deux isotropes on aurait ¢(u,u)=¢(v,v)=0 ce qui est contraire a

I'nypothése. Donc u+v ou u-v est anisotrope.

CQFD de (128).

On définit maintenant les groupes pinoriel Pin(E,q) et spinoriel Spin(E,q), pour ce dernier il va s'agir de
montrer qu'il est le revétement universel de SO(n).

m Définition : groupe pinoriel Pin(E,q) :
Le groupe pinoriel de E est le sous-groupe de G(E,q) engendré par les vecteurs u€FE tels que:

gu,u)==1
Pin(E,q)Z{uIO...oumeC(E,q),15m$2” et Vk,ukGG(E,q) et q(uk,uk)zil}

m Définition : groupe spinoriel Spin(E,q) :
Le groupe spinoriel est le sous-groupe de G(E,q) ou m est pair :

Spin(E,q):{uIO...oumEC(E,q), m pair ,ukEG(E,q)}

On démontre que les représentations adjointes de Pin(E,q) et Spin(E,q) respectivement vers le groupe
orthogonal O(E,q) et le groupe spécial orthogonal SO(E,q) sont des applications surjectives :

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 75/194


http://fred.elie.free.fr/

; surjectives
Ad|Spin(E,q):Spm<E’q)_)SO(E:q> J

Venons-en maintenant au cas E = R" ol q est euclidienne. Les définitions de Pin(E,q) et Spin(E,q)
deviennent ici :

Pin(Rn,q)ZPin(n):{u10...oum;13m£2n et Vk,ukERn et \/q(uk,uk):HukH:l}

Spin(Rn,q)ZSpin(n)z{uIO...ouzp;Vk,ukERn et \/q(uk,uk)=||uk||=1}

Montrons alors :

m Propositions
a) Si n =2, Spin(n) est connexe par arcs.
b) Si n = 3, Spin(n) est simplement connexe et compacte.

Preuve de (a) : - Soient U=t °..0uy, et W=W°..oW,  deux éléments différents de Spin (n) avec
p 2 q, et considérons 2p+2q éléments de la sphére Sn_lcR " Pourn 22, S™ est connexe par arcs,
comme cela peut se vérifier avec (106) par des applications continues entre R" et sn1,

Comme |[u,]| = 1 et ||wj|| = 1 les composantes du produit de Clifford de u et w sont sur sS™1. Comme S™

est connexe par arcs, il existe des chemins de S™1 reliant U et Wi

¢: [0,1] — Spin(n) ; k=1,...,2q

etreliant u,, 4 @ uy etreliant u,, a-uy :

@' :[0,1] — Spin(n) ; j=2q+1,...,.2p

avec donc :
@' (0) = Upqyq» @' (1) = uy pour j = 2q+1
et: @' (0)= Upqg » @' (1) =-u, pourj=2q

Le produit de Clifford fournit alors un chemin reliant dans Spin(n) :

USU ooty A wouIO(—ul)O...OMIO(—ul =w10...ow2qou10(—ul)0...oulO(—ul

donc u et w sont reliés par un chemin dans Spin(n) puisque leurs vecteurs constitutifs de leurs produits de
Clifford appartiennent a S"™1.
CQFD de (a).

J=w

La proposition (b) découle de ce que, d'aprés (108), S3 est compacte et simplement connexe, et on
applique un raisonnement comme pour (a).

m Définition : Composantes paire et impaire d'une algebre de Clifford C(E,q) :
Soit l'isométrie y = = id dans (E,q), dont le prolongement (u) dans C(E,q) est défini par la transformation

(121bis). On définit alors le sous-espace de C(E,q) tel que la transformation de ses éléments par ()
donne leur alternance :

CH(E, q)={ueC(E,q):(w)(u)=(-1) u} avec kez

et I'on montre que : Ck(E,q)oCm(E,q)cck"m(E,q) . Pour k et m = 0 ou 1, on montre que C(E,q)
est la somme directe :

C(E,q) = C%E,q) @D C'(E,q)
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ou donc : CO(E, q)={ueC(E,q):(—id )u=u} estla composante paire de C(E,q), et :
CI(E, q)={u€C(E,q):(—id)u=—u} estla composante impaire de C(E,q).
Puisque CO(E,q) est stable par « o » c'est une sous-algébre de C(E,q) :

Vu,vECO(E,q):(—id)uO(—id)v:uoveco(E,q)
Ce n'est pas le cas de C1(E,q), qui est seulement un sous-espace vectoriel de C(E,q) :
Vu,vECl(E,q):(—id)uO(—id)VZ(—u)O(—v)Zuov #(—id)(uov)}

Par contre CO(E,q) et C'(E,q) sont isomorphes.
Pour le montrer il suffit de choisir e Cl(E,q) avec ||w|| = 1 pour construire le morphisme :

(w):C°(E . q)»C" (E q)
u=>wou

avecdonc: (—id)(wou)=((—id)w)ou=—wou donc WouECI(E’q) et (w) est bijectif.

m Proposition: Soit E = R" muni du produit scalaire ordinaire q avec:
VueR", q(u,u)=||u|’
Son algébre de Clifford est isomorphe & la composante paire de I'algébre de Clifford de E' = R™1 (129)

C(R",q) ~C*(R™!,q)

Preuve de (129) :
Soient les bases orthonormées :(e1,...,en) base de R"; (e1,...,en,en+1) base de R"™'. L'application
linéaire :

F:R">C’(R™! ¢)

e, fle)=e, e,

se prolonge en un isomorphisme (f) entre C(R",q) et CO(R"™*1 q) (figure 26) :

f
RN - CO(Rn+1 ,C{)

(f)
C(R",q)

figure 26

En effet, on vérifie que la propriété universelle (115) s'applique :

2 2 -
(f(ek)) =(ekoen+l) =e,ce  ,°€,ce =—ecce . ce ,oe  (dapres(119))
=——e o(e )zoe —e. o¢ :(e )2:—1
k \"n+1 K™%k Tk \Tk
Alors f se prolonge en un morphisme unique entre C(R",q) et CO(R™1 q) : (f)
Soit €;,°...°€;,,=u; un vecteur appartenant a la base de C(R",q), avec 1 < k; < n. Alors les éléments

de COR™1q) : (f)“k:”k°€n+1 pour 1 <k < n forment une famille libre, donc (f) est injective. On a :
0 1
C’(R",q)=C(R",q)°e ,, donc dimC’(R"™" ¢)=dimC(R", q)=2" .
C(R",q) et CO(R"™1 q) ont méme dimension, et puisque (f) est injective, il s'ensuit que (f) est bijective : (f)
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est donc un isomorphisme.
CQFD de (129).

5.4.3 — Preuve de (114-A)

Il nous faut ensuite montrer la proposition suivante :

m Proposition : Pour n = 2 la représentation adjointe Ad entre Spin(n) et SO(n) est un revétement
topologique non trivial a 2 feuillets de SO(n), et pour n = 3 Spin(n) est le revétement universel
de SO(n). Plus précisément on a la suite exacte : (130)

{0}>Z ,>5Spin(n)> ,>SO(n)~>{1}

Avant de montrer (130), donnons la définition du nombre de feuillets d'un revétement et celle de suite
exacte :

m Définition : Nombre de feuillets d'un revétement :
Soit T : F — E un revétement d'un espace connexe par arcs E ; pour tout élément u et u’' de E il existe une

bijection entre les fibres 71 (u) et m1(u’) et donc on a: card 7 (u) = card T(u"). Si ce cardinal est fini il
est appelé nombre de feuillets du revétement ou degré.

m Définition : Suite exacte :

Une suite exacte d'ensembles entre lesquels existent des morphismes, est une suite dans laquelle
I'image par un morphisme d'un ensemble est exactement égale au noyau du morphisme suivant.

Soient G, Gy, ..., G, G4, --- des groupes, et les morphismes qui les relient :

G> G~»> ..» G> G -
0 gy 1 g™ g,y n g, n+tl g,

Cette suite est exacte si: V 71: Im(gn)ZKer(gnH)

Preuve de (130) :
La preuve de (130) conduit a celle de (114-A).

Soit sESpin(n)CC(R”,q) . D'aprés sa définition :

Spin(n)ZPin(n)ﬁCO(Rn,q)CCO(R",q)

Comme (—i a’) s=s ,Sestlacombinaison linéaire d'éléments Sk tels que :

I e — n

( ld)sk_sk_uklo"'oukZp avec uk]EC(R ,Q)
Parmi ces éléments il y a s, tel que (—i d)soz s, ets,telsque s ,=e, cu ’1 ou u'y ne contient pas e,
etou (—id)e,=—e, et (—id)u’,=—u'| etdonc (—id)s,=s, .Donc s se décompose en :

S=Sorercu’y  (131a)

avec s,€C°(R".q) et u',€C'(R",q)

Or S, est combinaison linéaire de OeOZp ,donc: e, os,=e, o€

€017 koS0, 01"
aprés un nombre pair de commutations, ce qui ne change pas le signe :

oce —e,. °..0¢e

01 °e

02p 02p "k

€ °50=5%0"¢ (131b)

. o .

et u'1 est combinaison linéaire de e]]

€ hq+1 OUENE figure pas dans ces produits, donc :
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ekou'loek:ekoeﬂo--'Oej2q+1:_ekoekou’1 aprés un nombre impair de commutations, ce qui
change le signe et, puisque ¢, °¢;=—1

ekou’loekzu '1 (131c)

De plus, si s€Ker Ad avec Ad(s)(u):souos_IESO(l’l) , alors Ad(S):ld : Souos_lzu )
soit sou=uos .Pouru=e,onaalors,si seKerAd

(s, +e ou’l)oe =e, o(s +e ou’l)

0 "k k k 0 "k
donc :
! —_ !
spoe te ou' oe, =e o5 +e ce ou’,
- 2 _ = _ st —
et d'aprés (131 b,c)etavec e,=—1 : Spoe +u’j=e osg—u’\=e os,—u'y dou —u';=u’; donc

u'y =0 et's = s, ne contient pas e,.
On reitere le raisonnement pour tous les k = n: S,°u=ucs, ou sy ne contient aucun e,, donc s, = +1
ou -1, c'est-a-dire :

ce qui montre que Adlspin(n) est un revétement de SO(n) avec pour fibre discréete {-1,1} : Spin(n) x Z, :

Ad 7" (SO (n))=Spin(n)>SO(n)x Z ,

s-)Ad]Spm(n)(s)z(M,m);MESO(n),m +1

Le revétement est trivial si :

y.;(Ad_l (M, m))=MeSO(n) cest-a-dire si yc(Aal_1 (SO(n)XZZ)):SO(n)
Montrons que cela n'est pas possible, ce qui revient a montrer qu'il n'existe pas d'homéomorphisme entre
Spin(n) et SO(n) x Z, (dans le cas contraire SO(n) pourrait étre son propre revétement via Spin(n)) :
Ona: n_l(id)z{(id,—l),(id,1)}€S0(n)><Z2 qui forment 2 composantes connexes disjointes de
SO(n) x Z, . On a aussi Ad”! (id)={—1,11€Spin(n) - Siles éléments de Ad~(id) appartiennent a la
méme composante connexe, alors ils ne peut pas exister d'homéomorphisme entre Spin(n) et SO(n) x Z,, .

Or il existe un chemin continu entre 1 et -1 dans Spin(n) ; en effet, soit un ensemble continu d'éléments
paramétré par 0 <x<1:

s(x)=cosmx+e ce, sinmx
j Tk

ou 8, et e, sont deux vecteurs unitaires orthogonaux de R". L'application :

@:[0,1]- Spin(n)
x—)s(x)

est continue etrelie s=-1as=1car ¢(0) =s(0)=1et (1) =5s(1) =-1. Donc s = -1 et s =1 sont dans la
méme composante connexe de Spin(n), donc le revétement AdlSpin(n) n'est pas frivial.
Selon (114-B), qui sera démontrée au point 5.4.4, pour n = 3, Spin(n) est simplement connexe. Comme

SO(n) est connexe par arcs et que Spin(n) est un revétement de SO(n), alors d'aprés (113-2), Spin(n) est
le revétement universel de SO(n), défini par :

Spin(n)z{SIO...osszC(Rn,q);skEG(Rn,q)}
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S'agissant de la compacité, on utilise cette proposition :

m Proposition : Soit 1 : F — E un revétement. Si E est compact, alors F est compact si et seulement si les
fibres de 1 sont de cardinal fini.

Or SO(n) est compact, et le revétement Ad|Spin(n) a pour fibre discréte {-1,1} donc de cardinal 2 qui est fini.

Donc Spin(n) est compact.
En particulier Spin(3) est le revétement universel de SO(3) et il est compact.

CQFD de (114-A).
5.4.4 — Preuve de (114-B)
La preuve utilise les théorémes et propositions suivantes relatifs aux relévements (voir par exemple [13]) :

Soit E un espace topologique et un revétement : m: F — E ; soit f : Y — E une application continue et le
relevement de f: f': Y — F. On a donc par définiton f=mxo f':Y > E . On suppose que f' est un

relevement d'origine : 4’ :;;_1 (u)eF, uekl

m Proposition : Si'Y est connexe, et si f posséde un relévement d'origine u’, alors ce relévement

est unique. e

Preuve de (132) : - On raisonne par I'absurde. Supposons qu'il existe deux relévements f' et f " de méme
origine u'. Alors le sous-ensemble de Y :

X={vey, f'lv)=1"(v)}cY

est un ouvert : en effet, considérons un voisinage de f '(v), V(f '(v)) dans F ; dans ce voisinage V(f '(v)) le
revétement m:V(f'(v))cF-E est un homéomorphisme : soit ¥ (v)cY un voisinage de v, alors
pour tout v' de V(v) on peut avoir w(x)=f'(v')€EE ou la solution x€V(f'(v))=F existe et est
unique, soit: x=f'(v')=f""(v)EF

Donc X est aussi la réunion pour tous les v€Y des sous-ensembles des v'tels que f'(v) =f"(v):

x=U{vey, r'iv)=r"()

veyY

X est donc non vide, c'est un ouvert et aussi un fermé, donc X =Y, par conséquent f' =f" : le relévement
est unique.
CQFD de (132).

m Proposition : Soit le revétement m: F — E, et un chemin dans E : ¢ : [0,1] — E. Alors ¢ admet
un relévement ¢@': [0,1] - F

no'=@:[0,1]2>F

Soit u€FE donné fixé et ':n_l (u)eF . Alors il existe un relevement unique ¢" d'origine (133)

I

u':
mog' =@ ":[0,1]>F

ou il existe x€[0,1] tel que @' (x)=u"

Preuve de (133) :
Soit le sous-espace du fibré [0,1] x F :

F(p:{(x,w)e[O,l IXF:p(x)=n(w)€E}
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F(p est un espace topologique et sa projection sur [0,1] est un revétement de [0,1] : = " Fy[0,1] soit :

—~1 \_ _ 1 -1
ye[0,1], ™ (y)=wel01]xF=(y,n (u))=(y,n" (9(y)))
donc ' '=x log:[0,1]%F ;I[0,1]est simplement connexe, donc T est revétement trivial de [0,1] :

(!

[0.1])=n(Fg)=[0,1]
Il existe donc une unique section de F(p contenant le couple ( x = 0, u), a laquelle on associe l'unique
relévement ¢" d'origine u' :

mog''=¢@":[0,1]>F

@' (x)=u’
(figure 27).
CQFD de (133).
= >
B | T P u=1(u’)
ST * o)
| wWe — .@W)
] T
™ ¢’ e m(w) = (x) E
F ¢ Fo ~
o"
¢
T"’
o'
° ® °
0 .o X e 1
[0,1]
figure 27

Plus généralement l'espace topologique :
Fq):{(x W)EAXF : f (x)=n(w)EE}

ou A est un espace topologique et f : A — E une application continue, est appelé produit fibré de A et F,
relativement au revétement m: F — E.

L'espace topologique F(p est un revétement de E, la fibre de F(p contenant ye4 estidentique a la fibre

de F contenant T (f(x)), c'est-a-dire au-dessus de f(x).
Dans la preuve de (133), [0,1] joue le réle de A et ¢ celui de f.

De la généralisation de (133) aux espaces et applications évoqués ci-dessus, il résulte :

m Proposition : Soit un revétement : F — E et u’' = m'(u) un point base de F, avec u€EE
Soit A un espace simplement connexe et x€ A4 fixé. Alors toute application continue f: A — E (134)
telle que f(x) = u admet un unique relévement a F d'origine u'.

m Proposition : Soient E et E' deux espaces topologiques, un revétementde E, 1m: F — E et une (135)
homotopie h : [0,1] x E' — E entre deux chemins @, et ¢, en tant qu'applications continues de E'
vers E :
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BIONXE'SE h(x,0)=0y(x)

(x,y)>h(x, y)€E h(x,y,)=¢,(x)
Soient ucFE fixe, yeFE' fixé. Soit u'= 1'r'1(u) dans F. Alors si ¢, a un relévement d'origine
u', h a aussi un relévement d'origine u', et donc @, aussi.

La proposition (135) est une conséquence de (134) :
Pour tout y€E’ le chemin CPyIXEE")h(X;J/)GE a un unique reléevement #'":[0,1]XE'>F

d'origine y'eF ou oy et E' jouent le rble respectivement de f et de A dans (134).

Un corollaire de (135) est :
m Proposition : Tout espace topologique contractile est simplement connexe. (136)

Preuve de (136) :
Il suffit de choisir dans (135) : E' = E avec @, = constante et @, = id| ; la fonction d'homotopie est alors

telle que : h(x,0) = @(x) = constante et h(x,y,) = @,(x) = x.

On montre alors :

Tout revétement 1 de E posséde une section globale, et donc que E est simplement connexe.

NB : Une section globale du feuilletage d'un revétement est une courbe fermée simple, transverse a ce
feuilletage, et contenant des points appartenant a toute demi-feuille réguliere [14].

CQFD de (136).

Autre corollaire de (135) :

m Proposition : Soit : F — E un revétement de E. Soient deux chemins dans E d'extrémités
identiques et fixees : @4, ¢, : [0,1] — E avec ¢,(0) = ¢,(0) = uy et ¢,(1) = @,(1) = u,.

Soitu'= 11'1(u) dans F. Soient ¢',, @', les relevements de ¢,, ¢, de méme origine u":
To@' =@ etTo @, =0, (137)

Alors si @, et ¢, sont homotopes, on a ¢',(1) = @',(1).
Il s'ensuit que si un lacet @ est homotope a une constante uer alors son relevement @' est
aussi un lacet.

Preuve de (137) : - Puisque ¢, et ¢, sont homotopes, il existe :

BOIIX[01]5E h(x,1)=u=¢, (1)=0,(1)
(x.y)2h(x,y)eE =V n(0,y)=uy=g,(0)=¢,(0)

Le relevement h' de h vérifie : h’(x,l)e{n_l(ul)} qui est un ensemble discret (par définition du
revétement a fibres discréetes), donc h'(x,1) ne dépend pas de x€[0,1] , d'ou:

o' (1)=h"(0,1)=h"(1,1)=¢",(1)
CQFD de (137).

La proposition (137) permet de généraliser (136) au cas ou I'espace topologique est localement connexe
et simplement connexe par arcs, et non pas exclusivement contractile.

m Proposition : Si E est localement connexe et simplement connexe par arcs, alors E est (138)
simplement connexe.

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 82/194


http://fred.elie.free.fr/

Preuve de (138) :

Rappel : un espace simplement connexe par arcs est un espace connexe par arcs ou tout lacet est
homotope a une constante.

Pour la démonstration de (138) on a besoin de la proposition :

m Proposition : Soit le revétement m: F — E avec E localement connexe par arcs. Soit F' une
composante connexe de F. Alors la restriction de ma F': 1| : F' — E est un revétement. (139)

Preuve de (139) : Soit u€E et V(u) un voisinage de u trivialisant, c'est-a-dire tel que :
« 1 (V(u)) est une réunion d'ouverts disjoints de F,
» et la restriction de 1T sur chacun de ces ouverts est un homéomorphisme vers V(u)

T (V(u)) = LIJc By

avec B, ouverts disjoints de F, et: V k:m |Bk33k') V(1) homéomorphisme.

Il existe donc des sections Sj au-dessus de V(u) telles que :

V(W) = U's;(vu) <F

ou Sj sont disjoints.
V(u) est connexe puisque E est localement connexe par arcs. Alors Sj(V(u)) est connexe pour tous j. Donc
les Sj(V(u)) sont soit dans la composante connexe F', soit sont disjoints de F'. Il vient donc :

e (VW) = m(V) N F = LJJ S; (V(u))

ou Sj(V(u)) c F', donc m|.. : F' — E est un revétement.
CQFD de (139).

De (139), il suffit de montrer que les revétements connexes de E sont triviaux.

Soit 11 : F — E un revétement supposé connexe, u€EE | et soit u' et u” éléments de {m'(u)} = F. Par
hypothése F est connexe, localement connexe par arcs, il est donc globalement connexe par arcs. |l
existe alors un chemin ¢ reliant u' et u”. Dans E tout lacet est homotope a une constante, soit y ce lacet,
et @ est un relevement de y :

Y=mo:[0,1]>E

et de (137) on déduit que le relévement @ est aussi un lacet dans F. Donc u' = u”, donc le nombre de
feuillets du revétement F est égal a 1. Donc F est un revétement trivial.

CQFD de (138).

Preuve de (114-B) :

Il suffit de montrer que S, est simplement connexe par arcs sin 2 2.

m Définitions :

- Un lacet ¢ dans I'espace topologique E est dit baséen u€E si: ¢(0)=¢(1)=u

- La loi de composition des chemins dans E est une loi de groupe :
Soient deux chemins @, : [0,1] > E et ¢, : [0,1] > E tels que la terminaison de I'un soit le depart de

l'autre : @,(1) = @,(0). Leur composition ¢, o @, est définie par :
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. 1
CPIOCPZ(X):CP1<2X) SL. XE[O,E]

: 1
@109, (x)=¢,(2x—1) si: xe[a,l]

L'inverse d'un chemin existe et est noté ¢ : ¢! (x)=¢(1—x)

- L'homotopie est une relation d'équivalence dont la classe se nomme classe d’'homotopie :
Soient H, une homotopie de ¢, a ¢,, et H, une homotopie de ¢, a ¢,, alors I'application :

H:[0,1]X[0,1]>E
H(x,y)=H,(2x,y) si xE[O,%]

H(x,y)=H2(2x—l,y) sl xe[%, 1]

est une homotopie du chemin ¢, au chemin @, : il y a donc transitivité de I'nomotopie.

- L'ensemble des classes d'homotopie, a extrémités fixées wu€FL , de lacets basés en u, est notée
,(E,u). Alors la loi de composition des lacets induit sur 1, (E,u) une structure de groupe, appelé groupe

fondamental ou groupe de Poincaré.
En effet, vérifions que la loi de composition des chemins satisfait les 4 conditions de groupe ; la relation
d'homotopie entre deux chemins est notée ~ :

a)e,~ ¢ et~ =>¢00,~ ¢ 09!
Soit H, homotopie de ¢, a ¢', et H, homotopie de ¢, a ¢',.
Alors I'application H : [0,1] X [0,1] — E définie par :

. 1
H(x,y)=H,(x,2y) si y€[0,7]

H(x,y):Hz(x,Zy—l) si yE[%, 1]
est une homotopie de ¢, 0 ¢, a @', 0 @',.

b) Associativité : ¢4 o (¢, 0 @3) ~ (94 0 ,) 0 Ps.

c) Elément neutre : c'est le lacet constant basé en u : c'est u lui-méme car o u~uo @ ~ Q.
d) Existence d'un inverse : o @'~ op ~u:

L'application H : [0,1] X [0,1] — E définie par :

H(x,y)=¢(2xy) si ye[0,7]

-1 . 1
H(x,y)=¢ (1-2(1=y)x) si ye[7.1]
est une homotopie du lacet constant ua @ o ¢™'.
Donc : (11,(E,u),0) est un groupe.
NB : Si E est connexe par arcs tous les ,(E,u) pour e E sontisomorphes, donc le groupe ne dépend
plus d'un u particulier et on note 1, (E).

- De ce qui précede il suit que : un espace topologique E est simplement connexe par arcs s'il est
connexe par arcs et si son groupe fondamental 1, (E,u) est trivial pour tout e E

- Le groupe fondamental 1, (E,u) est trivial si 2 chemins de mémes extrémités sont toujours homotopes,
c'est-a-dire si le groupe se réduit a I'élément neutre de la loi de composition o : T, (E,u) = {id}.
En effet, 9,(0) = u, = ¢,(1) et 9,(1) = u, = 9,(0) entrainent @, o ¢, (u) =id u donc @, ~ @,.

- Le groupe fondamental de la sphére, 111(8”), est trivial sin = 2.
En effet :
Soit ¢ : [0,1] — S" un lacet.
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On suppose que ¢ ne passe pas par un point yeS” . Il est donc contenu dans S"-{u} qui est
homéomorphe a R".

Il s'ensuit que ¢ est homotope a une constante dans S"- {u}, et donc dans S".

Montrons que tout lacet @ est homotope a un lacet qui ne passe pas par un point v.

Soit T : R™1-{0} — S" une projection.

Soit wy: [0,1] — R””-{O} un chemin dans R””-{O} affine par morceaux, c'est-a-dire qui est une succession
continue de segments en nombre fini. On choisit y de la maniére suivante :

* Le chemin ¢ étant continment uniforme, il existe un entier m tel que :

pour 3 '€[0,1], [x—x"|< - => o (x)=g(x )<

* Donc il existe des points du chemin ¢ suffisamment proches entre eux avec lesquels le chemin affine
par morceaux Y coincide : ces points de coincidence de g avec ¢ correspondent a des multiples de 1/m :
j/m, et entre deux valeurs consécutives (j-1)/m et j/m le chemin g est un segment.

On peut donc définir une homotopie affine de @ a y :

h:[0,11X[0,1]>R" 1 —{0}
(x,y)2>h(x, y)=(1-x)@(y)+xy(y)

on a bien : h(0,y) = @(y) et h(1,y) = w(y).

On définit une famille de m boules de centres cp(#) , 1<j<m, etderayon 1/2: BjZB

fal

Chaque boule Bj contient les segments dont les extrémités sont les coincidences de @ et y :

J=1 Jqlc
[m’m]) Bf

Il s'ensuit que chaque Bj contient les images de I'homotopie :

h{]0,1]x <B; dou {0} est exclu.

m m

j—1 L]

A fortiori Im h ne contient pas {0}. Alors la projection sur S" de I'homotopie h dans R"1-{0} :
h'=1moh
est une homotopie du chemin @ a la projection sur S™ du chemin y dans R””-{O} :

h"=1moy

Alors I'image de h" est contenue dans une réunion finie de cercles de centres cp(i) ,1<j<m, etde

21

Si n 2 2 cette réunion ne recouvre pas S": Im h" # S"; puisque le résultat précédent montre que deux
chemins de mémes extrémités, comme h' et h", sont toujours homotopes — tout chemin de S" pouvant

étre ramené a h" par homotopie — il s'ensuit que S" est simplement connexe par arcs.
La figure (28) propose une illustration naive de cette démonstration.

rayon 1/2 :

m
Imh"c UB

=Y
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CQFD de (114-B).

R™1-{0}

y :[0,1] —» RNM*1.0}
|x—x"|<1/m

,<p(x')' ¢ :[0,1]— SN

hi[0,112> R =10}

figure 28

5.5 — Rotation 4D et formule de Rodrigues en tant que leur restriction 3D
5.5.1 — Rotations 3D : lien entre la formule de Rodrigues et I'exponentiation

On a vu que SO(n) est compacte, connexe par arcs, mais pas simplement connexe. Il en a été déduit que
SO(n) est lié a un revétement universel unique qui est le groupe Spin(n) dans lequel les rotations peuvent
étre décrites sans les ambiguités dont il a été fait mention a la fin du point 2.6.

Pour n = 2, SO(2) est assimilé topologiquement au cercle S', c'est-a-dire la sphére S = R? ou C dont les
éléments vérifient x2 + y2 = 1, ou |z|2 = 1. Le groupe de revétement de SO(2), alors noté Spin(2), est
isomorphe a (R,+), et son groupe fondamental est isomorphe a Z :

En effet une rotation dans le plan R? est représentée par une matrice 2x2 :

R(0)= cosO —sin6 es0(2
( ) (sin@ cos 0 ( )

L'application O0€R/2mZ->R(0)eSO(2) est un isomorphisme de groupes (R/2TZ,+) et (SO(2), .) : cela
signifie qu'a un nombre réel 8 choisi comme angle correspondent une infinité dénombrable de nombres
réels @ + 2kirou k€Z pour lesquels R( 6 + 2k1) donne la méme image.

Pour n = 3, le revétement universel de SO(3) est Spin(3), qui est isomorphe a S3. On a vu que chaque
élément de SO(3) correspond a deux points diamétralement opposés de S3, et que SO(3) est connexe,

connexe par arcs mais pas simplement connexe, tandis que S3 est simplement connexe. Alors le groupe
fondamental de SO(3) est isomorphe au groupe a 2 éléments Z, ; en effet :

Ad ' (SO(n))=Spin(n)=» SO(n)X Z ,
s->Ad|Spin(n)(s)=(M,m)
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ol MeSO(n) et m=*1€Z,  estun revétement non trivial de SO(n), les valeurs m = 1 et m = -1

correspondant aux 2 éléments opposés sur S3 décrivant la méme rotation.
On a vu aussi que Spin(3) est isomorphe au groupe des quaternions unitaires (Q,,.) muni de la

multiplication, lui-méme isomorphe a SU(2). Q, est représente par les matrices reelles 4x4 ou par les

matrices complexes 2x2 données par (109) ou 6€[0,4x] , que l'on écrit par exponentiation du
genérateur G, élement de l'algébre de Lie su(2) :

L(6)=exp GQZCOS%IH(O .n)sing

ouo= (01,02,03) est le vecteur formé des 3 matrices de Pauli, et ou GQ:%G.Q est le générateur de

SU(2), etou Q = (6,,6,,8,), [1Q]] = 6.

On a vu qu'a un quaternion correspond la décomposition en un scalaire et un quaternion pur identifié a un
vecteur ou « partie imaginaire » :

L(q)= X tiyp Xptiy,

, o TgEx Y ou v=iy tjx,tky, avec:
—x,tiy, x =iy

2,.2,.2,. 2 2
i’=jl=k’=ijk=—1 et x{+y[+x;+y,=|lq|["=det L(q)=1 et:
xlzcosg,y1=n3sin%,x2=n2sing,yzznlsin% (relation (109)).

On a vu en (105) que, un vecteur de RS pouvant étre assimilé a un quaternion pur p, il se transforme par
la rotation d'angle 6 selon la formule de Rodrigues :
Rq(p):p’:(cosﬂ)p+(1—cosG)(p.n)n+(sin6)n><p
=pcosO+(nxp, )sinb+p,

avecQ=6n,|[n[|=1,n=ne, +n, e, + nse,.

On peut réécrire le produit vectoriel n x p comme I'action d'une matrice antisymétrique [n] sur le vecteur p
(ou relation de Poisson) :

nxp=[n]p
0 =ny —n, "y P37 N3Py
avec: [n]= njy 0 —n; | puisque nXxp= nyp,—n Py
—hy, 0 nyPy=hy Py

ou le quaternion pur a pour composantes : p=ip1+jp2+kp3 . Les valeurs propres de [n], A sont
solutions de I'équation caractéristique :

—A —ny N,
det([n]-21)=| n; —n —n, =MW —(nT+n3+n))=0
—n, n -\

Comme [|n||? = n,2 +n,2+n,2 =1, il vient: A =0, 0u A =i, ou A = -i,

Ona:[n](In]p)= N2 p=nx (n x p). Or d'aprés la formule du double produit vectoriel :

nx(nxp)=(n.p)n—(n.n)p=[np
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Donc dans la formule de Rodrigues : (p.n) n = N2p+p,car:n.n=1.Dou:

p' = (cos B)p + (1 —cos B)([n]? p + p) + (sin B)[n] p
soit :
p'=[R]p=p+(sin0)[n] p+(1=cosO)[nl’p 140
avec donc: [ R]=1+(sin0)[n]+(1—cos0)[ n]*

[R] est la matrice de rotation d'angle compté dans le sens trigonométrique autour de l'axe n, c'est un
élément de SO(3) ; [n] est élément de I'algébre de Lie so(3) de SO(3).
La relation (140) est identique a la relation (27b).

En faisant le développement en série de sin 6 et cos 6 autour de 8 = 0 et en l'injectant dans (140), la
rotation prend la forme d'exponentiation :

[R(6,n)]=exp(0[n]) (141)

et I'on a bien : [R(8)][R(8")] = [R(6+8")] et [R(0)] = 1. Ces relations montrent que SO(3) est un groupe a un
parametre. (141) retrouve la formulation (32) ou (33) lorsque la rotation est la combinaison des rotations
d'angles ek autour des axes vecteurs unitaires €, k =1,2,3 orthogonaux :

[R(Q)]=exp(Q.J)=exp(0, J +0,J ,+6.J ,)

ou les J, sont les générateurs infinitésimaux de SO(3) donnés par (29) (a ne pas confondre avec les
opérateurs moment cinétique J, ).
En partant de (140) on explicite la matrice de rotation :

n%(l—cos@)+cos@ nyny(1—cos®)—nysin® n ny(1—cos6)+n,sind
[R(6)]= nyny(1-cosB)+n,sin® ng(l—cos6)+cos6 nyny(1—cos®)—n sin6 | (142)

. . )
n n3( l—cose)—nzslne n2n3(1—c056)+n1sm6 ny (1—cosB)+cos0

qui est la relation (27a) (ou u joue le réle de n).

Rappel : L'application exponentielle (141) est une application entre I'algébre de Lie so(n) et le groupe
SO(n) :

exp:so(n)>S0(n)

1 2 & G
Go2exp(Go)=1+Go+—Go+..= Y, —2
2 = k!

Pour G, antisymétrique, exp G, est une matrice de rotation. L'application exponentielle d'une matrice

antisymétrique est une surjection sur SO(n) puisque I'on peut construire toute matrice de rotation, élément
de SO(n), par exponentiation.
L'exponentiation est un homéomorphisme d'un voisinage de 0 dans so(3) vers un voisinage de 1 dans
SO(3).
L'application :

[n]:R> >R’

vav'=[n]v

est un endomorphisme de R3 dont le noyau, Ker [n] contient le vecteur n lui-méme puisque :
[Nfn=nxn=0
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Pour deux vecteurs n, et n, de R3, dont leurs correspondants dans I'algébre de Lie so(3) sont [n,] et [n,],
leur produit vectoriel s'identifie au crochet de Lie :

[n, Xn,1=[[n 1.[n,]] (143)

autrement dit la matrice antisymétrique associée au produit vectoriel de deux vecteurs est égale au
crochet de Lie de leurs matrices antisymétriques associées.

.2 .2
Dans (142), en remplacant 1—cos6=2sin g et cosO=1-2sin % on obtient [R(8)] sous la forme

suivante :

R(6)]=exp(08[n])=

2(n%—1)sin2g+l 2n1nzsin2%—2n3cosgsin% 2n1n3sin2g+2nzcos%sin%
2nlnzsin2%+2n3cos%sing 2(n§—1)sinzﬂ+l 2n2n3sinzﬂ—2nlcos%sin% (144)
2nln3sin2Q—2n2cosgsin% 2n2n3sinzg+2nlcos%sing 2(”?—1)51112%"'1

5.5.2 — Rotations 4D

Considérons a présent l'espace vectoriel normé E = R?, le groupe spécial de ses endomorphismes
orthogonaux est SO(4) : il s'agit des rotations en 4D. Ces rotations 4D sont de deux types :

* Rotations simples autour d'un centre O :

Elles laissent fixe un plan (P) passant par O. On dit qu'un plan est fixe lorsque tous ses vecteurs restent
dans le plan par la rotation (ceci ne veut pas dire que ses vecteurs sont inchangés par la rotation). Par
une rotation simple, le plan fixe se transforme alors en lui-méme.

Soit (P') un plan orthogonal a (P), c'est-a-dire contenant les vecteurs orthogonaux aux vecteurs du plan
(P). (P) et (P") se coupent selon une ligne droite (D). Alors chaque point M de (D) est centre de la rotation
simple laissant (P) fixe, et le vecteur axe de rotation u est orthogonal a (P) en M donc est dans (P'). Tout
vecteur V de R* se décompose en un vecteur v de (P) et en un vecteur v' de (P') : la rotation simple d'axe
Mu laisse les composantes V' invariantes et transforme les composantes v en vecteurs R(v) qui restent
dans (P).

On peut alors décrire une rotation 4D simple, par exemple quand (P) est engendré par les vecteurs
orthogonaux (e5,e,) de la base orthogonale (e,,e,,e;,e,) (donc (P') est engendré par (e,,e,)) :

1 0 0 0
0 1 0 0
R(O)=
( ) 0 O cosB —sinB
0 0 sin® cosO

* Rotations doubles :

Ce sont des rotations qui ont 2 plans de rotation orthogonaux entre eux. Ces rotations sont définies par 2
angles : I'un 6, pour la rotation de plan (P,), l'autre 6, pour la rotation de plan (P,) ; autrement dit les

vecteurs de (P,) se transforment par rotation d'angle 6,, les vecteurs de (P,) se transforment par rotation
d'angle 6,, et tous les autres vecteurs de I'espace :

R4 = (P,) QP,)
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se transforment selon des angles intermédiaires : - < 8,,8, < 7. Si (P,) est engendreé par (e,,e,) et (P,)
par (e3,e4), la rotation double a pour matrice :

cos@l —sin@l 0 0

R(91,92)= sinE)1 cosG1 0 O
0 0 cosE)2 —sme2
. 0 0 sme2 00862.

Si 6, = 8, la rotation double est dite isoclinique (ou rotation equi-angulaire, ou deplacement de Clifford).
Dans ce cas, il existe une infinit¢ de facons de former une paire de plans de rotation orthogonaux.
Prenons comme plans de rotation orthogonaux ceux engendrés par les paires de vecteurs de base :
(P1)=(Oeq65), (Py) =(0,e5.e,)
On distingue alors 4 rotations isocliniques dans (P,) et (P,) d'angle 6 qui dépendent du sens de rotation :
— deux rotations isocliniques droites : R,(6,0), R,(-6,-6) ;
— deux rotations isocliniques gauches : R;(6,-6), R,(-6,8)
avec 0 <6 =m. PourB =0, R;=R,=R;=R, =1 (rotation identité). Pour 6 =, R, =R,=R;=R, = -1
(inversion centrale).

Chaque rotation dans (P,) et (P,) est une rotation plane, donc un élément de SO(2) : chaque paire de
plans ((P,),(P,)) est une paire de plans invariants par un sous-groupe de SO(4) isomorphe a
SO(2)xSO(2).

SO(4) est un groupe de Lie compact de dimension 6. En effet, les rotations de SO(4) sont le produit de

rotations isocliniques droites et gauches. Les rotations isocliniques droites sont éléments du sous-groupe
Sg de SO(4), les rotations isocliniques gauches sont élements du sous-groupe S, de SO(4). Or Sy et S

sont tous deux isomorphes au groupe multiplicatif des quaternions unitaires (Q, , .) qui est de dimension

3, lui-méme isomorphe a la sphére S3 = R* comme on I'a vu.
On montre que Sy et S| sont les deux seuls sous-groupes maximaux de SO(4). Noter que Sy et S| ne

sont pas disjoints, car :
SgNS ={-1,1}
comme on I'a vu, et est le centre C, de SO(4). Le groupe de recouvrement universel de SO(4) est alors
Sp xS, .
R™ VL

5.5.3 — Formulation des rotations par la transformation de Cayley (')

m Proposition : Soit M une matrice 4x4 antisymétrique a coefficients réels. Alors I'application :

T.:M, ,(R)>S0(4)

MAT (M)=(1+M)(1-M )" e

envoie la matrice antisymétrique vers une matrice de rotation 4D.

T est la transformation de Cayley.

Réciproquement, toute matrice de rotation R telle que R+1 soit inversible, c'est-a-dire telle que R n'ait pas
-1 comme valeur propre (ce qui correspond a 8 = 1), peut se transformer en une autre matrice qui est
antisymétrique :

R>TZ' (R)=(R-1)(R+1)"'=M  (145bis)

7 Pour les points 5.5.3 a 5.5.6 voir aussi référence [15].
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avec '™M = -M. Pour SO(n), M a n(n-1)/2 coefficients indépendants, donc pour n = 4, M posséde 6
coefficients indépendants, ce qui correspond bien au fait que dim SO(4) = 6.
Pour n = 3, M a 3 coefficients indépendants, par exemple :

Sa transformée de Cayley (145) donne la matrice de SO(3) :

2 2 2

1 l+x7=x5=x3  2x,x,=2x;3  2x,+2x,x,
TC(M>:ﬁ 2xpxyt2xy  I=xidxy—xy 2x,xp2x)
+x]+x5+x] PP
2x, x,—2x 2x,+2x,x 1—xi—x5+x
173 2 1 273 1 72773
X
qui généralise (144). Le vecteur Y=[X,| isomorphe & M porte I'axe de rotation.Si X, =1etx,=x3=0,
X3
1 0 O 1
alors TC(M)Z 0 0 1| estune rotation de 6 = /2 autourde V=(0|=¢; .Six;=x3=0,x,=1,
0 1 0 0
0 0 1 0
alors TC(M)Z 0 1 0] estunerotation de 6 =m/2 autourde V=|1|=€, .Six,;=X,=0,%x3=1,
-1 0 0 0
0 -1 0 0
alors T.(M)=|1 0 0| estune rotation de 6 =T/2 autourde V=|0|=¢;
0 0 1 1
Si x4 >>1 alors on a I'approximation :
2
0 0
"1 ) 1 0 0
TC(M)'>; 0 —xt —2x|=[0 -1 01
! 0 2x1 —x% 00 -
X

qui est une rotation d'axe V=| o |=¢; d'angle 6 = . De méme si x, >> 1 ou x5 >> 1. Donc les rotations
0
d'angle 8 = 1 ne sont pas représentables par la transformation de Cayley.

5.5.4 — Valeurs propres d'une matrice 4x4 réelle antisymétrique

Une matrice antisymétrique de M, ,(R) s'écrit :
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0 Aip A3 Ay

el T2 0 ay ay

Les valeurs propres de M sont solutions de I'équation caractéristique :
2002 +p2=0

1 2
ou O('_E Zk ajk et ﬁ:a12a34_a13a24+a14a23 (le montrer en exercice !).
J<

C'est a croire
qu'il veut nous tourner
en bourriques avec
ses rotations !

Exercice ??? Ah, non!
Fred nous prend pour
des dnons !

Il'y a 4 solutions :
A=A i,—kli,?»zi,—?»zi

avec: kl\/a—\/az—ﬁz 20 (146)
)\.2\/0(+\/(12—[32 >0

m Proposition : Soit ME€M , ,(R) une matrice antisymétrique dont les valeurs propres sont (147)

exprimées par (146). Alors :
a) Pour A,, A, >0 et A, # A, il existe deux matrices antisymétriques M, et M,, sur lesquelles M se

décompose de maniére unique :

M:7\,1M1+7\,2M2

1 2 3
M=——(NM+M")
1 2 2 2
}‘10‘2_7‘1)
1 2 3
M, =———— (M M+M°)
2 2 2 1
}‘2(}‘1_7‘2)

elles vérifient donc : M;M, = M,M, =0, M2 =-M,, M,3 = - M,
b) Pour A, =A, = Ay
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c)PourA,=0etA,=A;>0:

_ 52
= KOM

Preuve de (147): - M étant antisymétrique, il existe une matrice A vérifiant A*A = 1 et une matrice
diagonale B telles que :

M = ABA*
a)SiA;, A,>0et A, #A, alors :
Mio 0
0 —xi 0 0
B= i =h B+, B,
0 7»21
.0 0 —7\21.
avec .
i 0 0 0 000 0
0 —i 0 0 000 0
B = t B,=
17lo 0 o0 o P20 0 i o
0 0 00 00 0 —i

Sil'on pose M, = AB,A* et M, =AB,A", alorson a : M = A,M, + A,M,
. 3 _ 3 [PRE
Ona.B1 =-B,etB,°>=-B,dou:
M =(4B A")=(AB, A" 4B A7) (4B 4")
=ABTA"AB A'=AB]A"=—AB A'=—M
de méme : M;:—M2 .On adonc:
2_ 2 224,22 2,.2
M=(0 M [ +h, M) =0 M{+A M
et:
3_ .3 3
M ——7\.1M1—7\.2M2
On a deux equations matricielles a deux inconnues M,, M,, :
M:7\.1M1+)\,2M2
3_43 3
-M —7\1M1+)\2M2

de solutions :
1 2 3 1 2 3
M :—(x M+M) M :—(k M+M)
1 2 .2 2 et 2 2 .2 1
7\1(7\2—7\1) 7‘2(7‘1_7‘2)
b) Si Ay = A, = Ajalors :
koi 0
B= 0o - ol
7»01
. 0 —7\.01.

donc:

M?=ABA ABA =4B* A"
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or BZZ—?\(z)l d'ou :
Mzz—xglAAJr:—k(z)l car 44 =1

c)SiA;=0etA,=A;>0:

00 0 0 000 0
oo o 0 | . looo o
B_O 0 Ayi 0 _lko() 01 0
00 0 —nrgi| (000 -
d'ou :
00 00 00 0 ollo oo o
Bz:_xg 000 0] B3:_i>\%0 0 0 0[l0 00 0 _—ng
00 1 0 001 0/lo o1 o0
00 0 1 00 0 1/l0 00 —1
donc :
M3:ABA+ABA+ABA+:AB3A+:—>\3ABA+
soit :
M3:—x§M

CQFD de (147).
5.5.5 — Formule de Rodrigues des rotations 4D et valeurs propres des matrices de rotation 4D

De méme que I'on a vu que les rotations 3D s'expriment par la formule de Rodrigues (141), en 4D on
obtient, par exponentiation, une formule similaire, compte tenu de la décomposition d'une matrice 4x4
antisymétrique (147).

m Théoréme : Soit une matrice 4x4 antisymétrique MEM , ,(R) | elle s'écrit donc, selon
(147), avec les mémes définitions :
M=nM +\M,

(148)
ou A, A, >0 et Ay # A, . Alors son exponentiation donne la matrice de rotation, elément de

SO4):
. 2 . 2
R(%,, h,)=exp(M )=1+M sinh +M7{(1—cosh )+M ,sinh,+M5(1—cosh,)
NB : Ici, les A;, A, qui interviennent dans les 4 valeurs propres de M, + i\, et + i\, , sont les angles 6, 6,
vus au point 5.5.2.

Preuve de (148) : - En genéral on ne peut pas écrire : exp(M) = exp(A;M;+A,M,) = exp(A;M,)exp(A,M,)
car la formule de BCH (50) l'interdit :

exp XexpY=expZ avec Z:X+Y+%[X,Y}+%[X,[X,Y}—...]

sauf si [X, Y}:o . Or c'est le cas ici : M, et M, commutent puisque leur produit donne 0 d'aprés (147) :
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MM, =M,M, =0 — [M;,M,] =0
On peut donc écrire ici : exp(M) = exp(A;M,+A,M,) = exp(A;M,)exp(A,M,).

On avu que M13 =-M, et M23 = - M,, donc le développement en série des exponentielles donne par une
séparation des puissances paires et impaires :

exp(h, M, )=1+ Y Lakark

=1 k!
_1\P
=1+ L7\1—L7\3+i7\5+...+&k2p+1+... M
177t 3775 (2p+1)1 71 1

_1\4
—(—ix2+lx‘l‘—ix?+...+( 3

2q 2
21 M 6y (2g)1M +"‘)M1

oup=0,1,2,...etq=1, 2, 3..., soit :
exp()\lMl):1+M1sin7x1+M$(1—cos7\1)
On obtient de méme :
exp(kzMz):1+M2sink2+M§(1—cos7\2)
d'ou:
exp(h, M )exp(h,M ))=1+M sin 7»1+Mf(l—cos7»1)+Mzsin}\2+M§(1—cos?x2)
+M1Mzsin7ulsin7\2+M1M§sin A 1—cosk2)+M%MZSin kz(l—cosk1)+M%M§(l—cos h)(1=cosh,)
or d'apres (147), M;M, = M,M, = 0, donc :

eXp(KIMl)exp(kzMz):1+M \Sink, +M%(1—cos 7\1)+M25in7\2+M§( 1—cos kz):exp (M)
Vérifions que exp(M )€SO(4) cest-a-diresi det(exp(M))=1 et ‘exp(M)exp(M)=1
Puisque M est antisymétrique,ona ‘jy=—)7 donc:

exp(tM)exp(M):exp(tM+M): exp(O):1:t(exp(M))exp(M)
D'autre part, puisque M est antisymétrique on a Tr(M) = 0 donc :
det (exp (M ))=exp(Tr(M))=exp(0)=1

On a donc bien exp(M )€ SO(4)
CQFD de (148).

m Théoreme : Avec les mémes notations qu'en (147) et (148), si A, = A, = A;> 0 alors :

1 :
R(XO):exp(M):k—OMsm7\0+lcosk0 (149)

est une rotation, élément de SO(4).

Preuve de (149) : - D'aprés (147), Mzz—kgl , le développement en série de I'exponentiation donne

alors :
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B B 1 1.4 1.6 (—1)7. 24
R(KO)—eXp(M)—(l— 7‘0 4/%0 6/}\ +.. +(2q)/7\0 +..]1

A 1.1 1.3 1.5 (=1)° 2pe1,
}\0(1/)»0 3/k0+5/k+ +(2p+1) Ay | M

=1 cosko+r0M sin 7»0

et pour les mémes raisons que dans la preuve de (148), tR(kO) R(My)=1 et det RO\O):l
CQFD de (149).

m Théoreme : Avec les mémes notations qu'en (147) et (148), siA, =0 et A, =A,> 0, alors :

sin A 1—cos A
R'(hg)=exp(M)=1+——"M+ 0 52 (150)
7‘0 xz
0

est une rotation, élément de SO(4).

Preuve de (150) : - Toujours d'apres (147), M3:—?\§M d'ou:

2 44 ~6
1 7\0 ATOA (_1)q+1

0,70 2 2
+— | Sttt A (M
;\(2) 2! 4/ 6! (2¢)! 70
donc:
sm)\o I—cosh 5
R'(ko) exp (M )=1+ M + M
A 2
0 Ao

qui est bien une rotation.
CQFD de (150).

Le théoréme suivant traite du probléme inverse : connaissant une matrice de rotaton R€SO(4) ,
quelle est la matrice antisymétrique M qui lui correspond par la formule de Rodrigues ?

m Théoréme : - Soit RESO(4) , on peut toujours écrire ses valeurs propres sous la forme :
_ . * . _ . * .
W =expih, w =exp—ih, , Uy=expih, | w,=expih,
avec M A, #T . Alors la matrice antisymétrique  ME€M,_,(R) telle que R=exp(M) est
donnée par :

a)SiA #AyetA, Ay #0:
R*~'(R*)-2(R-"R)cosh,  R*—'(R*)-2(R—'R)cos),

N 151
1 4sink1(coskl—cos )‘2) 2 4sin kz(cos ?\z—cos?\l) (151)

0 t
M= R—'R
2sin7x0( )

C)SiA,=0eth,=A #0:
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Preuve de (151) :

Cas (a) : M étant antisymétrique (148) s'applique :
R=1+M ;sinh +M>(1—cosh,)+M ysinh,+M5(1—cosh,)
et M,, M, vérifient : "M, = -M, et 'M, = -M,,, d'ou la transposée de R :

tp_ . 2 . 2
R=1-M sinh +M] (l—cos)xl)—M2 sm)\2+M2(1—cos )»2)

d'ou :
t . .
R—"R=2M sinh +2M sinh, (%)
2 . 2.2 . 2 .2
R™=1+2M ;sinh cosh +2 M sin" A +2M sinh,cosh,+2 M} sin" A,
t(p2y_ . 2.2 . 2.2
(R )—1—2M131nklcos)\1+2M1s1n M —=2M ,sinh,cosh,+2 M7 sin”
d'ou :

Rz—t(R2)=4M1 sinh cosh +4 M, sinh,cosh, (&%)

Les relations (%) et (%) sont deux équations linéaires a deux inconnues M,, M, dont les solutions sont :
2_'(R*)—2(R-"R)cos A,
1 ; _
4sinh (cosh —cosh,)

R

2

R*~'(R*)-2(R—"R)cos

2 4sin),(cosh,—cos),)

etavec M=AM +N, M, on obtient le résultat annoncé.

1 .
Cas (b) : D'apres (149) : R=5—Msink +1cosh,

0
1 .
Comme ‘pr=—pM ona: tR:—TOM51nk0+lcosk0 d'ou :
M
M=—-—(R-'R)
2sink,,
sinh. 1—cosh, 5
Cas () : D'aprés (150) : R=1+——M+——F—M
0 Ay
; sin A, I—cosh 5
Comme ‘p=—p ona: R=l-——M+ . M* gou -
0
0
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kO (R—jR)

M=—
2smk0

CQFD de (151).

NB : On peut déterminer les rotations de SO(4) par la transformation de Cayley, lorsque les valeurs
propres d'une matrice antisymétrique M€M4X4(R) sont données. La démarche, semblable a celle
pour la formule de Rodrigues, s'appuie sur la proposition (147) voir Annexe 5).

5.5.6 — Représentation des rotations 4D par les quaternions

Soit R une rotation double, élément de SO(4) ; on a vu qu'elle est le produit d'une rotation isoclinique
droite Ry et d'une rotation isoclinique gauche R, . Dans une base orthonormale de R*, sa matrice est :

LR
Y 7V 7Y ) X 7Yy TX, TV,
_ ' ' ’ '
R, = Yo X Ty Y| g R,= Yoo X Y TX, (192)
Y Vo X T X TV, Xy VY
.yz Y Y5 . .y’2 xh —yioox .

OU X4, Yq5 X95 ¥ou X'4, ¥'qs X', ¥'5 sONL des réels tels que :
2

2.2 2 2, 02, 2, 2
x1+y1+x2+y2—1 et x [y xSy 2_1

Le produit (152) donne les composantes de la matrice de rotation R :

an

ar

a3

dy

a1

s

a3

Ay

a3

ar3

33

Ay3

a4

Aoy

A3y

a

44

—_— r __ r ro_ ]
Ap="X YV TN X 17XV 7Y,
—__ ' ro_ ro_ '
A a=7X Y ¥V X =Xy 7YX

— r_ ro_ ro_ '
A=Y 7NV T8 X TV

- r o " ’ '
APR3="X) X =YYV = XX Y0
skskskskskskskskskk

— ! 1 ! !
Ay =YX X Y FV Xt

—_ ' ro__ ro_ '
Ay ==V X ) F X Y=Yy X =X, 0
skeksksksksksksksksk

—_ ’ ' ro_ '
Ay =X X 40,y h X Xy Y,

—_ ' ' ' '
A33="Xp X H ¥V Hrtx X+ 0
skskskskskskskskskk

— " ' ' ’
A=V X 17X Y 7y X+ X1V

— r_ ' " '
A==y X =Xy YV ¥y X =X 0

' ' ' ' 152bi
=7V Y XY 7YY T Y, (152013)

—_ "o r ' ’
Aoy =7 VY =X X 7Yy h XX
— ro_ ro_ r_ ’
A =X VT XX =X Y 7 X,
— ! ! [ — ’
A3 =" XY ¥ X X H4 X Y=V X
— r o " ' '
A==V YV |7 XX 17V 1Y XX,
—_ ' ' ' '
A==yt X)X Ky vy +x x
(152) est la formule de Van Elfrinkhof. On peut I'exprimer a l'aide des quaternions unitaires :
qp=x*yiitx,j+y,k
— ! ’ . 1 . !
gp=x'|+y'itx',j+y 2k

. Soit veR4 et sa transformée v' par la rotation R. Alors, si les

[l
<
[l
bl
[l

ijk=—1
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coordonnées de v sont : v = (v;,V,,V5,v,), v est équivalent a la somme d'un réel et d'un quaternion pur p :
v=vytp ou: p=v,itv jtv,k
La formule (152) se traduit alors comme le produit des 3 quaternions :

r— / ! > ’ . ! J—
vi=vi+viitv i jty 4k—quqR

. . . . , L e e, 153
=(x1+y11+x2]+y2k)(vl+v2l+v3]+v4k)(x [y iEx, j+y 2k) (153)

L'ordre des facteurs doit étre respecté a cause de I'anti-commutativité des i, j, k. (153) est la formule de
Cayley pour les rotations 4D.

On peut retrouver la formule de Rodrigues pour les rotations 3D en choisissant la matrice R ainsi :
ap=tlap=a3=a,=0,ay =831 =8, =0
soit :

S O O

ce qui, compte tenu de (152bis), revient a poser :

X=X
y' ==y
ST (154)
Xz— .X'2
e
R est alors restreinte a la matrice 3D :
2.2 2 2
Xp+yi=x5=yy 2(rxy=x v,) 2(p vyt x,y) (155a)
_ 2 2.2 2
R=12(pxy+x v,) xi=yi+x5—yy 2(x,0,—x, )
2 2.2
2(3’1y2_’“1xz) 2<x2y2+x1y1) Y| —y—X5ty,

La transformée d'un vecteur de RS, qui est alors un quaternion pur, est obtenue alors par le produit des 3
quaternions g, v, q, " :

! — ! - ! . [ — _1

vi=viitv', j+y 3k—quqL

_ . . . . . . (155b)
—(x1+yll+x2]+y2k)(vll+v2]+v3k)(x1—yll—x21—y2k)

ou g =x tyitx,j+y,k et qzlle—yli—xzj—yzk , comme vu au point 4.3.1. Les quatre
nombres X, Y4, X,, ¥, sont les parametres d’Euler-Rodrigues. (155b) est la formule de Hamilton-

Cayley. (155a) équivaut a (144) ou (142) avec les relations (109) puisque x%+y%+ x§+y§:1 et ol n,
et n; ont été intervertis.

5.6 — Représentation du spin par la sphére de Riemann

(voir aussi [23])
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On a verra au § 10 que les états du spin d'une particule isolée sont décrits par deux fonctions d'onde
possibles :

1 1
S>S=l— +=>
so==5 £

ou s intervient dans la valeur propre de S? (le carré de l'opérateur spin S) : Sz|s0>:h2s(s+1)| so> et

1 1 1
qui vaut SZE soit : SZ|§ o >=%h2|§ 0> etou o intervient dans la valeur propre de S, (opérateur
1

spin suivant Oz) : S _|s0>=0h[s0> soit, puisque $=5 SZ|% 0>=0h|% o>

. . 1 1 . :
On a vu aussi que o prend deux valeurs possibles : 025 ou Oo=-— 5 - Il s'ensuit que toute fonction

d'onde |p> peut étre représentée dans l'espace de spin par un spineur a deux composantes qui se
transforme par rotation selon (110). On a de maniére équivalente :

11 1 1 a
>= — =>4 — ——=>=| "+
Ww==alggzraly =57
. (156)
\ 11 1 1
: =< —_—> =< —_ —_——>
ou:a, 1P|22 , a lp|2 7

(156) représente un vecteur d'onde dans une direction donnée de spin, qui se projette sur la base liée a la
direction Oz du spin suivant deux composantes a, et a_qui sont deux nombres complexes.

On peut représenter cet état de superposition de spin, |y>, au moyen de la sphére de Riemann.
m Définition : Sphéere de Riemann :

Soit C le plan complexe. Un point z = x +iy situé a l'infini n'est pas représentable dans ce plan.

Considérons alors une sphére unité S2 dont le plan équatorial est contenu dans le plan complexe C
(figure 29).

(C)

figure 29 : projection stéréographique d'une sphere de Riemann

Soit la projection stéréographique qui fait correspondre a un point z' de la sphére S2le point z€C
tels que le pole nord N, Z' et z soient sur la méme droite. Par la projection stéréographique la sphére S2
est homéomorphe a I'adhérence de C : B

C=CU{}
Il s'ensuit qu'un point du plan complexe situé a l'infini correspond au péle N(=) de S2: il peut donc étre
représenté sur la sphére S2 muni de N(«), appelée sphére de Riemann.
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m Proposition : La sphére de Riemann est la droite projective complexe. (157)

Preuve de (157) :

2 .-
La droite projective P1(C) est I'ensemble des couples de points (Zl,Zz)GC , autres que l'origine,
formant un systéme de coordonnées homogeénes, définissant une famille de droites complexes dans C2
d'équation :

ZIZ:ZZZ' (158)

ou z, Z' sont les variables complexes (figure 30).
(158) definit une relation d'équivalence entre z, et z,, notée z, ~ z,, et un point de C2 formé du couple
(z4,2,) oU z, ~ z, est noté [z, : z,].

“lziz,]EP 1(C)

22:)\22

figure 30 : droite projective complexe

Deux points [z, : z,] et [2'; : Z')] de (C2, [ :]) sont identiques et représentent donc la méme famille de
droites, c'est-a-dire un méme point de P1(C), s'ils sont homothétiques :

37»?30,2'2:7\22 et Z'lz}\.Z’I <=>[z':z',]=[z,:z,]

La droite projective complexe est donc I'ensemble quotient : P1(C) = (C2 — (0,0))/C* pour les homothéties
de (C*, .).
L'aépli’ca)tion suivante est une bijection :
f:c>PYC) —[1:0]
z>[z:1]
Il en est de méme pour :
frcs>Pl(C) -[0:1]
z=[1:z]

Puisqu'il existe une identification de C avec P1(C) privé de [1 : 0] ou de [0 : 1], on peut définir une bijection
entre S2 et P1(C) :

On rappelle que S —{(xl,xz,x3)€R x2+x§+x3—l} , la bijection est :
h:s*»>P'(C)
(x Xy x3)—>h(x X x3) [x +ix,:1=x,] si:x,#1
(x x2x3)->h(x Xy x3) [x,—ix,:1+x,] sii x,7—1

En effet, cette application admet une application réciproque : & tout point [z : z'] de P'(C) correspond un
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unique couple de C x R :

h_](Z z'): 222" ‘Z|2_‘ZI|2
|2P+z P | 2P +z P
On sait que C x R est isomorphe a R3, et comme
2
222" ’ |Z‘2—‘Z "2 _
Pz P IRz P

limage réciproque de P'(C) par h™! est identique & la sphére S2 dont les points (x,, X,, X5) satisfont :

2(xx'+yy')
1 2 ,2+y,

2 2
X“+y“+x

_ yx'=xy'
Xy=2 o
XT+yT+x"+y
(x4 )

X, =
3 x2+y2+x!2+y!2

2

ou z=x+iyetz' =x'+iy'etdonc x%+x§+x§:1 . P1(C) est donc identifi¢ a la sphére de Riemann.
CQFD de (157).

Revenant a la fonction d'onde dans I'espace de spin :

11
|1P>:a+|§§>+ als —5>

On sait que sa signification physique ne change pas si |g> est multipli€ par un nombre complexe
quelconque non nul, donc I'état de spin décrit par |y> est caractérisé par z = a,/a_: un méme état de spin
correspond donc & tout point équivalent a [a, : a_] de la droite projective complexe P1(C). Puisque l'on a

vu en (157) que P1(C) est la sphére de Riemann, cela équivaut a représenter un état de spin par un point
de la sphére de Riemann. Plus exactement, on a le théoréme de Penrose :

m Théoréme : Soit z:a+/a_ef':Cu {o} . Alors la projection z' de z sur la sphére de
Riemann, par la réciproque de la projection stéréographique, donne la direction du spin

m Exemples .
Comme la probabilité totale d'avoir tous les états de spin est égale a 1 on a:

(159)

2, 2
la [+ |a|"=1

11
* Sj 'état de spin suivant Oz est |- —> alorsa, =1eta_=0donc z=a,/a_= +=; Oz correspond au

2 2
11
pole N() : Oz' = ON(«), et l'on a : |1P>=|§ 5>
I 1
* Si |'état de spin suivant Oz est |§ —§> alorsa, =0eta_=+1doncz=0; Oz correspond au pble
1 1
«sud»S:0z'=0Setlona: |1p>=|5 —§>

1
* Si I'état de spin est suivant Ox alors z = 1 d'ou a+=a_=5
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1,11 I 1
> = (| ——>+ [ — ——>
* Si I'état de spin est suivant—Ox alorsz=-1,a,=-a_:
1,11 1 1
> = (|l==>—|= —=>
p>_ 5('22 5 —5>)

* Si I'état de spin est suivant Oy alorsz=i:a, =/a_:

1l 11
22 2 2

> =—
> =7l
* Si I'état de spin est suivant— Oy alorsz=-i:a, =-ja_:

1,11 |
> = ||+ |= —=>
v>_ = =(53>+ily —5)

* Pour tous les états intermédiaires on a (156) ou |a,| # |a_| et |a+|2+|a_|2 =1 (figure 31).

N(°°) z=00’ Ilp>+z
z'x,"' ( y
i
--------------------------- z=, ~I\l‘!‘j>+
,,,,,,,,,,,,,, -1 o
z=-1, e 1z=1, |g>,,
lw>, | x|
z=alka. z= -0, y>, C

S z=0, |y>,
figure 31 : représentation de Il'orientation de la polarisation d'un ensemble de spins sur la sphére de
Riemann

La représentation des états de spin sur la sphére de Riemann concerne la direction moyenne d'un spin
d'une particule sur laquelle sont effectuées plusieurs mesures : elle a une signification statistique. En effet
on peut seulement obtenir des valeurs moyennes des projections du spin sur les trois axes Ox, Oy, Oz
pour une particule dans un état de spin quelconque a priori inconnu. Sur chaque axe les valeurs
moyennes sont :

<Sx>:<1p|Sx|1p>
<Sy>:<1p|Sy|1p>
<SZ>:<w|SZ|1p>

ou S, Sy, S, sont les opérateurs de spin (voir § 10). La direction moyenne du spin est alors donnée par le
vecteur de composantes :
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<S>:(<Sx>,<Sy>,<SZ>)

appelé vecteur polarisation de spin. C'est cette grandeur vectorielle qui est modifiée et mesurée, par
l'interaction des nucléons avec les champs magnétiques en spectroscopie RMN (résonance magnétique
nucléaire), ou par l'interaction des électrons en spectroscopie de résonance paramagnétique électronique
(RPE).

5.7 — Représentation du spin par la sphére de Bloch
(voir aussi [26])
Considérons l'expression (156) d'une fonction d'onde décrivant la superposition de deux états de spin

11 1
|§ 5> et ——=> que I'on notera désormais |+> et |—> (On pourrait noter encore |1> et |0>

| 1

2 2
pour exprimer ces états possibles comme des qu-bits en informatique quantique). Cette expression se
généralise a un systeme quantique dont les états sont a deux niveaux |+> et |—>

ly>=a_|[+>+a_|—>

Considérant la condition de normalisation : < ylp>:1:f ww*d ® ona

la, /2 + Ja_? =1
On peut donc, sans modifier la signification physique de |yp>, poser a, et a_ de telle fagon que |y> soit
définie a une phase prés :

i(p+ icp_

icp+ i(p_ .
|1P>:7"+€ |+>+r_e |—> avec donc : a,=r.e et a =r.e

+

On ne change pas la densité de probabilité |y|? en multipliant |y> par exp(-i¢,), on remplace alors |p>
par :

ip ilo.—¢,)
+|1|)>:r+|+>+r_e >

p'>=e
r, etr_sont des reels, et rexp i(¢_- ¢,) est un nombre complexe : rexp i(¢_- ¢,) =X, +iXx, ol
Xy =r.cos(p.-9,) et x,=rsin(p_-¢,)
La condition de normalisation <y'|y'> = 1 conduit alors a : r+2 +[x, + ix2|2 =1, soit:

2 +x2+x,2=1 (160)

(160) est I'équation d'une sphére unitaire S2 avec les coordonnées (X4:%5) du plan complexe C ~ R? et (ry)
de la droite réelle R.

Or en coordonnées cartésiennes (x,,X,,X;) la spheére unitaire d'équation x,2 + x,2 + x,2 = 1 fait intervenir
les coordonnées sphériques par (figure 32) :
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X3 g Xy =rsin B cos ¢
Xy =T sin 0 sin @
P X3 =rcos 6
e ]
—~ | tandis que dans (160) r, joue le role de x5 : r, = X,
r De (160) il vient r = 1 donc en remplacant dans
| I'ex iond >
> pression de |y
X2
|w'>:x3|+>+(xl+ix2)|—>
X, ¢ =cos0|+>+sin 0 (cosp+ising)|—>
figure 32 soit :

|y ’>:cos(§)\+>+ei°psin6|—> (161)

L'état quantique est défini par deux parameétres (6,@). Il reste a identifier les domaines de définition de 6 et
O, et les états qu'ils représentent.

*0=0—>|y>=|+>
* 0=1/2— |p>=exp(i¢)|->
* Soit un état |y"> situé sur un point opposé au point |y ’>:cose|+>+e”psin8|—> sur la sphére ;
alors |y ”>:cos6'|+>+ei°p,sin6'|—> avec: 0'=m-0 et @' = @+, d'oU :
1y "">=cos(m—8) [+>+¢ " sin (n—0)|—>
=—cosO|+>+e'"e'PsinB|—>
=—cosO|+>—¢'Psin0]|—>
soit :
' >==lyp >

En conséquence, il suffit de considérer la demi-sphére supérieure, c'est-a-dire les angles 0 < 0 < 11/2, les
points de la demi-sphére inférieure se déduisant de ceux de la demi-sphere supérieure en les multipliant
par -1.

On peut donc définir les points de I'hnémisphére supérieure par des points sur la sphére compléte en
posant: 0'=20et0 <0<, et |y s'écrit alors :

! !’

0 ip . O
p'(07,¢)>=cos—|+>+e' Psin — |—>
2 2
et de maniére générale a une phase pres :

— e O i 0
0,¢p)>=cos=|+>+¢ " sin—|—>
(6, ¢) 5| 5| (162)
0<0<m et 0<@p=<2m
(162) définit la sphére de Bloch (figure 33).

La représentation par la sphére de Bloch est équivalente a celle par la sphére de Riemann, ou le rapport
lié a la direction de la droite complexe est ici :

a,

—_t_ —ip_ .0
=—=e “cot:
z a. 2
m Proposition : Deux états opposeés sur la sphére de Bloch sont orthogonaux. (163)
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Preuve de (163) :

6|_

Soit un état  |¥>= COS— [+>+e'Psin |—> ot gon opposé sur la sphére de Bloch :

|p>=cos “;6 |+>+ei((p+”)sin _n;ﬂ |—>= cos—“;e |+>—ei(psin—“;6 |—>

Alors :

<1p|1_p>:cosgcos 26<+|+> eq)cosgs “;e<+|—>+e_iwsingcos—“;e<—|+>
—ei(pe_i(psingsinn—_e<—|—>
2 2

|+> et |-> étant orthogonaux et unitaires : <+|-> = <-|+> = 0 et <+|+> = <-|-> = 1 donnent

<1p|$>=cos%cos =0 _gin BsinT=0—cosZT=0

2 2 2 2

CQFD de (163).

figure 33 : représentation de I'orientation de la polarisation d'un ensemble de spins sur la sphére de Bloch

Soit L un opérateur normal, c'est-a-dire tel que L*L = LL*. Sa décomposition spectrale sur une base |n>
est:

L=l [n><n|

n
Soit F une application qui transforme cet opérateur en un autre opérateur normal L' = F(L) :
Z F(l )ln><n|

o0

k
SiF est une série  F(z)= Z a,z alors F(L) est une sérieen L :
k=0
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0
F(L)=X F(1)In><n=} 3 a,I|n><n]
n n k=0

0 1 k
:aozln|n><n|+alzln|n><n|+...+ak2ln|n><n|+...
n n n
— 1 2 3 k
—a01+a1L +a,L +a3L tota LT+

a cause de l'unitarité et de I'orthogonalité des |n >. On applique ce résultat au développement en série de
I'exponentiation d'un opérateur :

2 3 k
_ L L
exp(L)—1+L+2—/+¥+...+ﬁ+...
SiL2 =1, il vient :
2 3 4 5
07 \=1+i07 91,6 ,.6" . .6
exp(iOL)=1+i0L 7l L+ L
2 4 q 3 5 p
N P (=1)7 24 fa 0.0 (—1)? 2 p+1
= 1—Z+H+...+We +... |1+ 6—§+§+...+m6 +...|L
=1cosO+iLsin0

Prenons maintenant LeSU(2) avecL =n.c avecL?2=1,00|n]|=1, ,eR? eto=(0,0,0;,), 0,
étant les matrices de Pauli. Alors on sait que :
R(G,n):exp(iQn.o):(cosQ)lﬂ'(sinQ)n.0
2 2 2

représente une rotation d'un angle 8 autour de I'axe n, qui transforme tous les points de la sphére de
Bloch de cette maniére.

Toute transformation qui représente une rotation de la sphére de Bloch, c'est-a-dire un changement de
polarisation de spin, s'écrit a une phase preés :

R'(0)=exp(iy)R(0, n)

PARTIE 2 :
ROTATIONS ET MOMENTS CINETIQUES EN MECANIQUE QUANTIQUE

6 — Vecteurs et valeurs propres des opérateurs moment cinétique

Le principe de correspondance de la mécanique quantique conduit a associer a la grandeur moment
cinétique I'opérateur moment cinétique agissant sur les fonctions d'onde :

(ou r est le rayon vecteur et e | les vecteurs de base) dont la projection sur les axes de coordonnées
orthogonaux est :

J :—ih(yi —z 2

X Oz oy
—inl,0 _ O
Jy— zh(zax xaz (164)
— 0 0
J =—if|x=— —y—-=—
2= ! (xay yax
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x=rsinfBcosqg
En coordonnées sphériques (r, 8, @) :  y=rsinBsing les composantes de J sont :
z=rcosH

— 5[ sin -0 0
Jx—zh(smcpae+cotecoscpa(p)

N 0 . 0
Jy—zh( coscpae+cot651ncpacp) (165)
—_ .3 O
JZ— lh@cp
etl'ona:
2 gt 2. 2. 2 * * +_ 2l 1 9. .0\, 1 &
J=JJ —Jx+Jy+JZ—Jxe+Jny+JZJZ— h [—Sine—aa(slne—ae +sin28 6cp2 (166)

Les composantes du moment cinétique ne commutent pas entre elles :
[J ,J J=ikJ
x'y z
[Jy,JZ]:thx (167)
[J_,J |=ihJ
z X )%

que I'on regroupe en :
JXJ=ihJ  (168)

avec .
IXT=[J 0 Je +[J J Je +[J . J Te,

(167) montre que les composantes J,, Jy, J, du moment cinétique ne sont pas mesurables

simultanément : ces composantes ne possédent pas une base commune de vecteurs propres.
Par contre J2 commute avec J :

[J2,J]=0 (169)
De maniére générale, on appelle moment cinétique tout opérateur qui vérifie (168) et (169).

Soient les opérateurs hermitiques conjugués :

J+:Jx+in
J=J —iJ (170)
- y
avec donc JiZJ_ , JTZJ+ alors :
1
J =5+ )
) (170 bis)
Jy:E(J+—J_)

et: J 2:%(J+ J+J J,)+J2 dou:
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—_72
J J,=J7=J _(J_+h)

—72
J J=J"=J_(J ~n) (171)
[J,,J 1=2hJ

Puisque J? et J_ commutent, J2 et J_ ont mémes valeurs propres notés |[jm > :

J2|jm>=h2aj]jm>

J_|jm>=hm|jm>

ou les valeurs propres 3 et m sont a déterminer. Les valeurs propres 3 de J2 sont les projections de J?2
sur la base des vecteurs propres [jm > :

hzaj=<jm|J2|jm>
. 2 2 2. . * * * o,
=<]m|Jx+Jy+JZ|]m>=<]m|Jxe+Jny+JZJZ|]m>

:<jm|JxJ’;|jm>+<jm|Jyf;|jm>+<jm|JZJZ|jm> >0
donc:
a.z0 (172)
m Etablissement de la relation entre a; etm:

De (171)ona:

J | jm> = {Jz—JZ(JZ+h)]|jm> = #(a,~m(m+1))| jm>
J J |jm> = {Jz—JZ(JZ—h)]|jm> = hz(aj—m(m—l))|jm>
d'ou :

<jm|J_J+|jm>:h2(ai—m(m+1)) >0 car il s'agit de la norme de J,|j m>

<jm|J+J_|jm>:h2(a].—m(m—l)) >0 car il s'agit de la norme de J |j m>
La premiére inégalité conduit a exprimer a; sous la forme :
a=j(j+1)
et linégalité s'écrit:  j(j+1)—m(m+1)=(j—m)(j+m+1) =0 donc:
j—m =0 et j+m+l =0

ou:
j—m <0 et j+m+l <0
c'est-a-dire :
j=zm et m=2—j-1 - j=m=>—j—-1 (173)
ou:

j<me m=<—j-1 > j<m=<—j-1

qui équivaut a l'inégalité (173) puisque le signe de j est indéterminé, et qu'il suffit de remplacer j par -j.
La deuxiéme inégalité s'écrit alors :  j(j+1)—m(m—1)=(j+m)(j—m+1) =0 donc:

m=>—j et m<l+;] - —j<m<=<l+; (174)

La vérification simultanée de (173) et (174) donne alors :
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Comme —j >=—-1—j et j <1+, on obtient la premiére régle de sélection des moments
cinétiques :

—j<m<j (175)

Il faut maintenant déterminer les valeurs propres correspondant a j.
Le résultat est donné dans le théoréme suivant :

m Théoréme des valeurs propres des moments cinétiques

+ Les valeurs propres de J2 sont j(j+1)7 ot j = 0 prend ses valeurs dans {0, 1, 2,...} ou bien
dans {1/2, 3/2, ...} (176)

* Les valeurs propres de J, sont m# ; m prend ses valeurs dans {0, £1/2, 1, £3/2,...}
* m prend 2j+1 valeurs possibles puisque -j<sm<j:m=-j,-j+1, ..., 0,].

ZA Commentaire : le théoreme (176) montre que le moment cinétique est
§ complétement déterminé par son module J? et par sa projection sur un des

axes du repére orthogonal, par exemple Oz (figure 34).
J figure 34

Preuve de (176) -

Onavuen (175):-j<m<j. Pourla valeur maximale m=j,ona:
0 <jmlJ J_|jm>=(j—m)(j+m+1) =0
autrement dit la norme de J+|jm> est nulle pour m = j . Or une norme nulle implique ici que
J | jm>=0 ce quiarrive pourm =j :
J, 1jj>=0
L'état maximum de moment cinétique est donc |j j>
Soit maintenant m # j , alors : puisque [Jz, J, 1=0 J2 et J, ont méme vecteur propre :

JZ(J+]jm>):J+(J2Um>) (commutation)
2 i
=n"J, jj+1)|jm>
2 .. :
=n" j(j+1)(J, | jm>)
Donc J2 et J,, ont pour vecteur propre J_|jm> . A quelle valeur propre correspond-il ? Pour cela, on

utise [/, J, 1=J_J . —J J =hJ_ dou J_J,=J (J_+h) donc:

J_ (I, 1 jm>)=J (J_+h)|jm>=hJ (m+1)|jm> (puisque m est valeur
:h(m+1)(J+|jm>) propre de J,)

Donc, puisque (m+1) est valeur propre de JZ(J+ |jm>) , I'état vecteur propre correspondant est :
J, |jm>=h[j m+1>

Sij=m+1, I'égalité précédente devient :

JNJjj-1>=hljj>
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d'ou, puisque J,lj/>=0 J+(J+|jj—1>):h\jj>:Ji]jj—1>:hJ+|jj>:0
Sij=m+1 (le cas inverse j < m+1 étant exclu puisque m < j d'apres (175)), alors :

2, . .
J (Jilim>)=J_(J (J | jm>))
or [J_J 1=hJ_ donc J_ J =hJ _+J J_ dou:

IS m=)= (g 4T T )T | jm>)
=nJ2| jm>+J (J_(J,]jm>))
=hJ2|jm>+hJ (m+1)J | jm>

=2 (m+2)| jm>=h(m+2)J7| jm>

donc Ji| Jm> est vecteur propre de J, avec pour valeur propre (m+2)% , c'est donc un vecteur d'état
| jm+2>
Et ainsi de suite : on raisonne par récurrence jusqu'a un rang n : J_'i|jm> est vecteur propre de J2 de
valeur propre j(j+1 )h2 et aussi vecteur propre de J, de valeur propre (m+n)? :
JZ<JZ ]jm>)=h(m+n)]i|jm>
Si j = m+n on montre, comme dans le cas j = m+1, que :

" jm>=0

n = j-m est le nombre de fois ou I'on applique J, il est borné par j puisque m < j. Chaque étape donne les

vecteurs propres de J?: J |jm>, Jiljm> ,s J|jm> de valeurs propres j(j+1)i% et de J, de
valeurs propres : (m+1)i, (M+2)4, ..., (m+n)i = ji .
Le méme raisonnement s'applique a J_|jm> et lon trouve & l'itération q=1:
J1j =j>=0
J (I jm>)=n(m=1)(J_| jm>)
ce qui montre que J_|jm>=h|jm-1> est vecteur propre de J_ de valeur propre (m-1)7 , et de J2 de
valeur propre j(j+1)#2.
En itérant jusqu'a q = j+m (avec m = - j) on obtient les vecteurs propres de J2:
J |jm>, J_2|jm> y e s Jf1|jm>
de valeurs propres j(j+1)h2 et de J, de valeurs propres : (m-1)a, (m-2)#, ..., (M-Q)2 = - ji .
Les nombres d'itérations n et q sont des entiers qui vérifient donc :
n=j-m
q=j+m
ce qui donne : n+g = 2j ou : j = (n+q)/2.
Par conséquent les états propres de J2, de valeurs propres j(j+1)h2 , correspondent a j entier ou demi-
entier positif : j =0, 1/2, 1, 3/2, ..., et de valeurs propres m# ou m peut étre entier ou demi-entier positif ou
négatif : m =0, £1/2, +1, £3/2, ..., et m prend les 2j+1 valeurs possibles, comprises entre -j et j :
m =+, -j+1, -j+2, ..., -2, -1, ]

CQFD de (176).

7 — Base de représentation standard de I'espace de Hilbert des états quantiques a partir des
vecteurs propres de J2 et J,

Soit I-IJ le sous-espace (de Hilbert) engendré par les (2j+1) vecteurs |j m>, vecteurs propres de J2, de
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valeurs propres j(j+1)% , et de J, de valeurs propres mi . Pour m variable les vecteurs |j m> sont
orthogonaux :

<jm|jm'>=d . (177)

Des relations : J_(J, |jm>)=h(m+1)(J_ |jm>) et J_|jm+1>=h(m+1)|j m+1> on déduit que

J . |jm>est proportionnel & [j m+1> :
J ljm>=N_|jm+1>  (178)

Pour déterminer A on calcule la norme de (178) :

<jmyJ_J+|jm>:<jm+1]k;xm]jm+1>
2_ . . 2

= [F<jm+1| jm+1>=|A_|

suite a (177).

Or on a vu que <jm\J_J+\jm>=h2(j—m)(j+m+l) . On convient que la phase de [j m+1> est telle

que A soit un réel positif. Alors :

A =aN(j—m)(j+m+1)  (179)

Par ailleurs, des relations : JZ(J_|jm>):h(m—1)J_Um> et Jz|jm'1>:h(m—1)J_|jm'1> on

déduit que J_[/m> est proportionnel & [j m-1> :
J |jm>=L"_|jm-1> " (180)
d'ou, en multipliant (180) par I'adjoint <j m-1] :

<jm-1|J [ jm>=<jm-1|\' |jm-1>=N" <jm-1|jm-1>=N"_

Orpar (178): <jm-1|J =(J |jm-1>)"=(h _ |jm>)"=<jm|)
<jm“\'m—l|jm>:;\'m—1:)\',m

_ buisque A, estréel, d'ou :

Finalement :

AT =M (181)

m—1
On a donc la construction d'une série de 2j+1 vecteurs de base |[jm>ou -j<m <j, vérifiant :

J | jm==h, | jme 1>

J|jm>=n__ |jm-1> (182)

ou A, est donné par (179). En appliquant successivement J, et J_sur |j m> de I-IJ on construit une suite
de (2j+1) vecteurs orthonormés qui forment une base de I-IJ i = i i-1=, ..., |j ->, qui vérifient les
équations aux valeurs propres :

T2 jm>=r j(j+1)| jm>

J_|jm>=hm|jm> (183)
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les || m> se déduisant par (182). Les opérateurs J?, J_, J,, J_agissant sur un vecteur |j m> de I-IJ donnent
un autre vecteur [j m'> de I-IJ Le sous-espace I-IJ est donc invariant par ces opérateurs.

Les grandeurs, autres que moments cinétiques, qui commutent avec J2 et J,, telles que l'énergie

(hamiltonien) etc., forment la représentation standard, notée {J2 J_}. Leurs vecteurs propres

correspondent a un méme nombre quantique j et peuvent étre regroupés en séries constituées de (2j+1)
vecteurs |n j m> qui se déduisent les uns des autres par (182) ; n est l'indice associé au sous-espace
propre de I'hamiltonien H de valeur propre €, :

Hlnjm>=g [njm>  (184)

et I'espace associé engendré par les (2j+1) vecteurs propres de J2 et J, et par ceux de H est indice parn :
on note Hnj au lieu de I-IJ et I'on réécrit (183) dans cet espace :

T2 nim>=r%j(j+1)|njm>

J_|njm>=hm|njm> (184bis)

On a vu que quel que soit n, c'est-a-dire quelle que soit la grandeur physique concernée dans la
représentation standard, on a :

‘v’n:dz'mHnl:sz
et (182) se réécrit dans Hnj :

J+\njm>:7»m\njm+1>
. . (184ter)
Jnjm>=k__ |njm-1>

L'application successive de (184ter) pour toute valeur j correspondant & la valeur propre j(j+1)i de J2
fournit une base standard de |'espace de Hilbert des fonctions d'onde :

2 Injm><njm|=1
jm
Pour n # n' les sous-espaces Hnj et Hn.j sont orthogonaux du fait de (182), et la réunion des Hnjforme le
sous-espace l'-lJ des vecteurs propres de J? correspondant aux valeurs propres j(j+1)x :
UH, = {lim>;J%jm>=7r%(+1)m>} = H,
n
Dans la représentation standard on établit facilement que les éléments de matrices des opérateurs J2,J
J,, J_prennent la forme particulierement simple :

z’

<njm|JZ|n’j'm'>=mh6nn,6jj,6mm,

: 2 o e — 32 o -
<njm|J|n'j ' m'>=h ](]+1)6nn,6jj,6mm, (185)
<njm|J+|n'j'm'>=7nm,f)nn,f)].].,f)mm,+1

<njm|J [n'j'm'>=\_, |0 0. .0

"1 nn""jj Tmm'-1

On déduit J, et Jy par (170bis) :
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J :§(J++J_)
_1ly
Jy_zi(J+ J)

A, est donné par (179).

8 — Exemples de représentation standard

a) Pour j = 0, de (185) on déduit m = 0 donc A, = A
nulles.

b) Pour j=1/2, dim Hnj =2jt1=1+1=2.

Valeurs possibles de m : -1/2 <m < 1/2 soit : m = -1/2 ou 1/2. Donc (185) donne :

Jz(j%):%h(é _01) JZ(F%):%’?Z(}) (1)) JW%):h(g é) J-(F%):h(? 8)

d'ou :

.4 = 0, d'ou les matrices de J2, J,, J, Jyp J,, J_sont

_1.00 1) . L 1.(0 —i
2h(1 o) ’ JY(J_Z)_Zh(i 0)
s'expriment avec les matrices de Pauli :

_[o 1 [0 —i (1 0
oeld o) ol G el 1)

On remarque que J_, J, Jy

ainsi :
B N A LIS O R |
J j=5)=5h0, 5 J (i=5)=5h0, ; J (j=5)=5ho, (186)
Le cas j = 1/2 correspond donc au moment cinétique propre, ou spin.
c) Pourj=1, dim Hnj =2j+1 =2+1=3.
Valeurs possibles de m: m =-1, 0, 1 donc (185) donne :
1 0 O 5 21 0 0
J=1)=nl0 0 o] ; J(j=1)=2r"0 1 0
0 0 —1 0 0 1
0 V2 0 1 0 0
J.(j=1)=hlo o V2| J.(j=1)=RV2 0 0
0 0 0 0 V2 0
d'ou
: ) | 01 0 ( ) 1 0 —i 0
J (j=l)=—=rl1 0 1| ; J (j=l)===R|i 0 —i
X y
2700 1 o 2700 0 o

9 — Moment cinétique orbital

Le moment cinétique orbital est la transcription opératoire du moment cinétique ordinaire L =r x p ou p
est le vecteur quantité de mouvement ; on le note en particulier par L au lieu de J qui est réservée au
traitement du moment cinétique selon sa définition générale. L'opérateur moment cinétique orbital est
donc donné par (164) :
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x 0z Oy
_ 0 0
[ =— 0 _
y Zh(zﬁx xﬁz
— 0 0
L =—ih{x=——y==
2= ! (xﬁy y@x)

et il satisfait les mémes équations aux valeurs propres que tout moment cinétique :

L [Im>=mh|lm>

L2[Im>=r1(1+1)]Im>

ou ¢ joue le rOle de j, noté spécialement pour le distinguer des autres types de moment cinétique, avec
donc les mémes régles de sélection :

[0 et —I<m<l

A priori ¢ pourrait étre entier ou demi-entier. Mais on a la proposition suivante :

m Proposition : Le moment cinétique orbital a pour valeurs propres de L2, £(¢+1)h avec ¢ entier (187)
positif: £=0,1, 2, ...

Preuve de (187) :

Pour le montrer on exprime L en coordonnées sphériques (figure 32), et I'on va calculer les fonctions
propres communes a L2 et L,, et I'on va examiner le fait qu'elles doivent rester inchangées lorsque I'on
change l'azimut @ en @+211:
Du changement de coordonnées :

x=rsinBcosqg

y=rsin0sing

z=rcos0

on obtient L, avec les coordonnées spheriques :

7 =infsing 0 0
(a) : Lx—zh(smcp 68+cotecoscpacp)

7 o—in[— 0 in ©-2-
() : Ly—zh( coscpae+cot6s1ncpacp) (188)
L] =50
(c) tL = lh@cp
d'ou:
L2212 0 yeorpl 4L O
(a): L*=—nh (662+00t686+sin268cp2
(b) : L+=heiw(%+icot6%) (189)
] =00 4 itn0
(¢): L=he ( ae+zcot68(p)

Les fonctions propres communes a L2 et L, ne dependent pas de r et sont solutions des deux eéquations
aux valeurs propres :
L3, m,0,0>=1({1+1)A*|l,m,0,¢>
Lz|l,m,6,cp>=mh\l,m,6,cp>

soit en utilisant (188(c)) et (189(a)) :
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0% 0, 1 2
—+cot 055+ 1[,m,0,9>=I(I1+1)A"|l,m,0,¢>
20° sin Oacp (190)

—ihwﬂ,m,6,(p>:mh|l,m,6,cp>

Les solutions de (190) sont les harmoniques sphériques :

Y,,.(0.0)=

1, (0)explime) (191a)

ou X,,(8) dépend seulement de 6 :

_<—1>I\/2z+1<1+m>/. T
X,,.(0)= 7\ an (l_m)/(smﬁ) m)(smG) (191b)

Les fonctions propres |/,m,0,¢> dépendent de ¢ seulement par le terme exp(ime). Or elles sont uniformes
si elles restent inchangées par une rotation de I'angle @ de 21, donc : exp(imq)=exp(im(p+2x)) ce
quidonne expi2mm=1 .Donc m estun nombre entier relatif.

Oron avu en (176) que (¢/+m) et (¢-m) sont entiers, donc ¢ est entier.

CQFD de (187).
De (191a et b) on calcule les harmoniques sphériques aux premiers indices m = 0, +1, 2, £3 :

_ 1
m=0,/=0: YOO_\/T_J'[

m=0,/=1: Ym:\/ﬁcosﬂ

m=%1,¢=1: Ylil:—\/gisin(ﬂeii(p

~ I8m
m=0,/=2: Yzoz\/ﬁsnﬁ_cosze—l)

_ — 5. 15 +ig
m=%1,/=2: Y — —s1n6cos6e
m=+2,/=2: o= \/ sin Ge_zi(p
m=0,/=3: \/ (5cos*0—3cos)

m=43,/(=1: Y, ;=— \/64—sm8(5005 0—1)e =
= T

Les harmoniques sphériques jouent un réle important en mécanique quantique, notamment par leur
utilisation dans le couplage de moments cinétiques (par exemple le couplage spin-orbite L.S), dans la
résolution de I'équation de Schrédinger dans un potentiel central, la détermination des niveaux d'énergie
d'une particule dans un puits de potentiel, les états des atomes hydrogénoides, etc.

10 — Moment cinétique intrinséque ou spin d'une particule

C'est par l'effet Zeeman anomal que le concept de spin a été introduit. Il a été observé que les raies de la
série principale des atomes alcalins sont toujours doubles. Pour expliquer cette observation, Uhlenbeck et
Goudsmit (1925) supposérent que I'électron posséde 3 degrés de liberté : le moment cinétique orbital et
un moment magnétique intrinséque résultant de la rotation de la charge sur elle-méme, auquel
correspond un nouveau moment cinétique appelé spin. Ce nouveau moment correspond a I'opérateur
noté S. Comme S suit les mémes regles que tout moment cinétique général, la valeur propre m du
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moment de spin suivant Oz, S, prend un nombre de valeurs possibles égal a (cf. (176)) : 2s+1, ou s

intervient dans la valeur propre de S2 : s(s+1)r2.
Or l'expérience montre que le moment de spin prend 2 états possibles (dédoublement des raies), par
conséquent : 2s+1 = 2, soit :

s=1
2
Les deux états possibles de S, sont donc :
m=— l et = l
2 2

puisque -s < m < s (relation (175)).
L'électron possédant un moment cinétique orbital L, son moment cinétique total est :

J=L+S

dont la projection sur Ozest:J =L, +S..

Soit L, = ¢h fixé et S, = 1/2./h et -1/2./h les deux valeurs possibles de S,. Alors J, prend les seules

valeurs possibles :

1 1
JZ:(1+5)71 ou JZ:(I—E)h

donc J, = m# avec m = (+1/2 demi-entiers puisque ¢ est entier (proposition (187)).

Pour chaque valeur de 7 il y a deux valeurs pour J_, ce qui explique le dédoublement des raies spectrales.

L'écart entre les raies, exprimé en longueur d'onde, représente I'énergie qu'il faut fournir pour intervertir
l'orientation des spin. Pour la raie D du Sodium, cet écart est de I'ordre de 6A°.

La composante du spin suivant Oz, S,, est représentee a la figure 35.

S, =12

X S,=-121
figure 35

L'effet Zeeman normal, c'est-a-dire qui ne tient pas compte du spin, est décrit par la quantification du
moment cinétique orbital L, avec ses valeurs propres :

L=lh ; L|jI>=In|jl>

La révolution de I'électron sur son orbite autour du noyau s'effectue avec une fréquence angulaire w,
créant ainsi un courant di au déplacement de la charge électronique :

dq W -
[=—L= =
dt Ve TR ©

lequel génére un champ magnétique. Au cours de sa révolution, I'électron forme un dipble magnétique de
moment :

2 W
M ,=nr e
l 2nc

ou r est le rayon orbital, c la célerité de la lumiére. Comme L, est aussi égal a :
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— 2 ) '
L_=m_ "o (m,:masse de ['¢lectron)
. 2 '
il vient: wr =LZ/me que I'on remplace dans M, :

eh j=_€

M = = L
l 2m,c 2m,c Z (192a)

Pour ¢ = 1, M, est la plus petite valeur possible du moment magnétique orbital dans un atome : elle
correspond au magnéton de Bohr :

_ e
np=5— (192b)

Sous l'action d'un champ magnétique extérieur B I'atome a un mouvement de précession autour de I'axe
du champ B. En effet, le moment cinétique et le moment magnétique de I'électron en orbite dans I'atome
sont perpendiculaires au plan de l'orbite. Le champ magnétique B crée un couple qui tend a aligner le
moment magnétique sur la direction de B. Mais il est contrebalancé par la force d'inertie de rotation de
I'électron en révolution orbitale. Il en résulte un mouvement de précession de I'axe du moment L, (figure

36).
Soit 8 I'angle de précession ; la projection du moment L, sur I'axe de B est :

L =L cosH
z,0 z

qui est donc quantifiée selon :

['=IcosB

Plan de l'orbite

figure 36
LZ 6 étant aussi un moment cinétique, ¢ ' est un nombre entier :
szezl fi

donc 8 prend un nombre fini de valeurs, il est quantifié : il y a un nombre fini d'inclinaisons pour chaque
valeur / fixée, soit 2¢+1 valeurs (figure 37) :

0'=-,-0+1,..,0,1, ..., ¢
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w

cas /=4

figure 37

En présence du champ magnétique B I'énergie de I'atome s'accroit des quantités pour chaque état de /,
égales a :

!

_ _ /
EB——MIBCOSG——M]BT (193a)

_h ' . .
De (192a) on tire : EB=— 2; p Bl'" | ladifférence d'énergie entre deux états ¢ ' et ¢ '+1 est donc :
e

e h
AE = B=h
2 L (1930)

ou v, est la fréequence de Larmor :

v = e B
L 4mm,c

=1,40.10°B(s7')  (193¢)

Pour accorder la théorie avec l'effet Zeeman anomal, il faut prendre comme moment M, non (en/2mec)/?
mais :

M =2t

s 2mecs (194)

en présence du spin s. Or on a vu que s = 1/2, donc (194) est exactement égal au magnéton de Bohr
(192b) :
M =ug  (195)

Donc: Le moment magnétique total, somme vectorielle du moment magnétique associé au seul
mouvement orbital Mz , et du moment magnétique associé au spin, M, :

M=M, + M
n'a pas la méme orientation que le moment mécanique
J=L+8S
ou L est le moment cinétique orbital.

Tout vecteur non colinéaire au moment cinétique total J tourne autour de l'axe de J sous l'action du
moment magnétique de spin (mouvement de précession de Larmor) (figure 38).
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< "
s M

figure 38 : précession de Larmor ; le moment magnétique total M n'étant pas colinéaire au moment
cinétique total J, son axe subit une précession autour de l'axe de J

La valeur moyenne temporelle de M est égale a sa composante parallele a J, notée M, la valeur de sa
composante orthogonale M, ayant une contribution nulle :

<M>=M,
Comme dans I'effet Zeeman normal, M, a un mouvement de précession autour de B due a la présence du
moment cinétique, et l'inclinaison de I'axe de J, ou de M//, sur I'axe de B prend 2j+1 valeurs possibles (ou j
est rattaché aux valeurs propres de J2). Avec Oz comme axe de B, les valeurs propres de J, sont m# ,

d'ou I'angle d'inclinaison donné par :
m =j cos 0
donc 6 prend 2j+1 valeurs. L'énergie magnétique pour une inclinaison d'angle 0 est :

- m_ _
E (8)=—M,B—=~M , BcosH

B J
et I'écart entre deux énergies d'états m consécutifs est :

_ B
AEB_M//7

Contrairement a l'effet Zeeman normal, le module de <M > =M, n'est pas un multiple entier de pg, on n'a

pas : M//ZJMB , mais un facteur correctif g appelé facteur de Landé qui dépend de /, j, s :
<M>=M =g ju, (196)

d'ou I'énergie magnétique supplémentaire :

m eh
E _(0)=—M B—=— B
B( ) (N gm2mec
soit :
Eg(0)=—gmhv, (197)

ou la fréquence de Larmor v, est donnée par (193c).

A cause du facteur de Landé, qui varie d'un terme j a l'autre, I'écart entre les niveaux d'énergie d'un méme
groupe j n'est plus le méme que pour un autre groupe. La régle de transition entre deux états m, et m,

satisfait :

Am=m —m1=0,i1

2
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mais comme m, et m, appartiennent a 2 groupes différents associés a j, et j,, et donc de g different, les
écarts de niveaux consécutifs entre les m, d'une part, et les m, d'autre part, ne sont plus identiques
(figure 39).

3
-

m, (groupe j,)

% ™, @roupely)
3

1
figure 39

Les raies dans l'effet Zeeman anomal dépendent du facteur de Landé associé aux deux états entre
lesquels a lieu la transition.

m Détermination du facteur de Landé g pour un groupe associé aj :

Rappel : j est le nombre quantique qui intervient dans les valeurs propres de J2: j(j+1)h2.
Comme J =L + S, et notant (/, j) = angle (L, S) et (s, j) = angle (S, J), et puisque M,, est colinéaire a J, on
a (figure 40) :

M =M cos(l, j)+M cos(s, j)
Or on a vu en (192a) et (194) que, sous leur forme d'opérateurs :

M =u,L et M =2u,S
qu'il faut corriger de leurs facteurs de Landé respectifs :

M =gu,L et M =g u,8 (198)

Remarque : pour un électron on a donc g,= 1etg,=2.

figure 40

Onavuaussien (196): M, ,=gupJ ol pg estdonné par (192b). Il s'ensuit :
guyJ=u,(g Leos(l, j)+g Scos(s,j))
donc:
gJ=g,Lcos(l, j)+g Scos(s, j)
Les relations du triangle entre les modules J, L, S de J, L, S fournissent cos (s,j) et cos (¢, j) :

J2+12-82=2JLcos (4, ), % +S2—L2=2JS cos (s,))
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d'ou :
J2+L2—52+ J2+s2-1?
2772 S22

g=g,
or J2, L2, S2 ont respectivement pour valeurs propres : j(j+1)42, ¢(/+1)r2, s(s+1)i2 d'ou :

g= g+ i+ )+(g,—g ) (s(s+1)=1(1+1))]  (199)

S A
2j(j+1)[
Pour un électron en orbite dans un atome, g, = 1 et g, = 2 (199) donne :

1

3
W(S(S+l)—l(l+l))+5

g:

L'expérience de Stern et Gerlach (1922) permet de mesurer le moment magnétique sur les atomes
individuels. Elle utilise I'émission d'atomes d'argent dans I'entrefer d'un électroaimant, car I'atome d'argent
est électriquement neutre. Il se comporte comme une particule de spin 1/2, de grande masse.

Dans le modéle de I'atome de Bohr (sans spin), le faisceau d'atomes serait dispersé suivant la verticale
O, parce que la composante M, du moment magnétique suivant Oz prendrait des valeurs selon (192a) :

e
Ml=2m cLZ . En présence du champ magnétique B, un atome émis suivant Ox est dévié de sa
e

direction initiale d'un angle approximativement égal a M ,(0B_10z)x/E_ ou x est la distance
parcourue par I'atome dans le champ magnétique, et E_ son énergie cinétique initiale. La déviation est

donc proportionnelle a M, . Or les atomes sont orientés au hasard, leurs moments magnétiques orbitaux
Mz sont donc distribués au hasard, et correspondent a toutes les valeurs permises comprises entre —/ et

£. L'angle de déviation prend donc toutes les valeurs correspondantes a celles comprises entre ces deux
extrémes. Les impacts des atomes sur I'écran devraient alors former une tache allongée suivant la
verticale Oz.

Or I'expérience montre une suite de petites taches équidistantes alignées suivant Oz. La variation de B
modifie la distance entre deux taches consécutives mais laisse le nombre de taches inchangé. Chaque
tache correspond a une valeur fixée de Mé . Pour les atomes d'argent, en particulier, on observe méme

deux taches symétriques. Le fait que le nombre de taches soit pair ne peut s'expliquer par la seule
présence du moment cinétique orbital car celui-ci prend un nombre impair de valeurs 2j+1.

Ceci confirme que les atomes d'argent possédent un moment magnétique intrinséque : le spin.

Le champ magnétique fortement inhomogéne était obtenu par un entrefer en forme de biseau (figure 41).
Les jets d'atomes d'argent sont formés par une source constituée d'un four chauffant une vapeur
d'argent ; au niveau de l'orifice du four la paroi est refroidie pour retenir les atomes d'argent qui ne
passent pas par l'orifice afin de supprimer toute perturbation du jet émis entre les pdles de
I'électroaimant ; pour les mémes raisons une pompe a vide est aménagée a l'entrée de l'enceinte ; a
l'opposé, I'écran qui recueille les impacts d'atomes déviés est refroidi pour stabiliser ces impacts.
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A 7 Jgt q"atomes
‘ devié -
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d'atomes ‘ polaire sud
d'argent ‘
. RN | BN S
— x| AONB __ Yy
,,,,, Y B
N
Piece
polaire nord
E o Vue de I'électroaimant suivant
cran

refroidi laxe Ox
vide

figure 41 : principe de I'expérience de Stern et Gerlach

Les opérateurs de spin, S? et S, ont leurs équations aux valeurs propres de méme forme qu'en (176),
puisque S est un moment cinétique selon la définition générale :

S |so>=ch|so>

S2|s0>:s(s+1)h2|so>

Oronavuques=1/2eto=11/2, donc:

1

S |zo>= 0h|—0>

)
2,1 1,1 1 3.2.1
$*lz0>=5(5+F g 0>=4# 50>

On définit :
S, =8 +i§
x y
S_=Sx—iSy
Soit A, la valeur propre de S, alors par (182) :
S |lo>:k |l o+1>
t2 )

1

1
S |50>=h,_l5

o—1>
d'ou en appliquant une nouvelle fois S, :

2,1 1 1 1
S+|50’>:S+(S+|EO’>>:7\.OS+|E O’+1>:7\07\,0+1|5 o+2>

Comme o = £1/2 on a: 0+2 = £1/2+2 = 3/2 ou 5/2, qui sont des valeurs exclues puisque d'aprés (176) on
a: o+t2<set 0-2=-s. On a donc nécessairement :

§2=0

De méme en appliquant une nouvelle fois S_:
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21 1
S2Z0>=h,  hy ,lz 0-2>

avec donc : 0-2 = £1/2-2 = -3/2 ou -5/2, valeurs qui sont aussi exclues, donc :

s2=0

Ces résultats sont compatibles avec ceux du chapitre 8 : S+:h(0 1) et S_Zh(o O) qui donnent

0 0 1 0
. 2_ 25210 0}_
bien: S,=8"=h (0 0)—0

On en déduit que :
2_ o2
Sx—Sy
De cette égalité, il vient :

§2=52+5% +52=2 52+ §2=3 121
X y z X z 4
1 2 1.2 . 3.2 2.1 .2 . 2_1.2
S =oh=x—-h1 S°=—hn"1 d —h1=28+—-hr"1 S°==n"1
Comme ,=0 5 ona o 4 d'ou 1 x ¥ qui donne X . Les

trois composantes de 'opérateur spin vérifient donc :

2_2_2_1,2
S =S,=51=7h"1  (200)

D'autre part : Si—S?ZZi(Sx Sy+Sny)=O d'ou la relation d'anti-commutation :
SxSy+Sny=0 (201a)
Et comme tout moment cinétique, S vérifie aussi la relation générale de commutation (168) :
SXS=inS
qui se projette sur Oz en :
SxSy—Snyzz'hSZ (201b)
et relations analogues sur Ox, Oy. Compte tenu de (201a), (201b) conduit a :

_1.
§,S,=5ihS_  (201c)

Les relations (201) sont caractéristiques du spin.
Puisque les états du spin sont décrits par deux fonctions d'onde possibles : |1/2,-1/2> ou [1/2, 1/2>, la
fonction d'onde est représentée, dans l'espace du spin, par un vecteur a 2 composantes :

_[Y
Ly, z,21/2)=| "+
w(xyz ) (w)

1 1
ou: 1p+:<xyz|§> et w_:<xyzl—§> . |lp+|2 = y,y,* est la densité de probabilit¢ de trouver
'électron aux coordonnées (x,y,z) avec un spin 1/2 ; |y |2 = g y * est la densité de probabilité de trouver
I'électron aux coordonnées (x,y,z) avec un spin -1/2.

Les opérateurs spin S, Sy, S, etc. qui agissent sur la composante spin de la fonction d'onde (:&) sont
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donc des matrices 2x2 :

L'application des relations (201) permet de déterminer les éléments de matrice a, ;
qui donne tout calcul fait :

a,.,a .. (i,j=1,2)ce

P uyip tzij

S
D U
S—Ehc— Sy (202)
SZ
(4]
ou 979, ,Iescrj(j=1,2,3)étantlesmatricesdePauIi:
4]
{0 1 _ - 10 —i _. (1 0
soit :
S=lno . S =ino . S=Lno. (2000i
x_2 x y_2 y 2_2 z ( IS)

Remarque : S, est diagonale, S, et Sy ne le sont pas; il s'ensuit que les spin suivant Ox et Oy ne

peuvent pas étre mesurés en méme temps que le spin suivant Oz : seule leur moyenne statistique peut
étre connue en méme temps que S..

Le moment magnétique généré par le spin est donné par (194), et compte tenu de (202) :

“h
M =2-5
s Zmecoz (203)

En présence d'un champ magnétique B dans la direction Oz, I'énergie magnétique (en tant qu'opérateur)
due au spin est d'aprés (197) :

eh
E =— Bo
B 2mec . (204)

ou g = 1 pour l'électron. En présence du champ magnétique, I'équation de Schrédinger stationnaire

2
/]
(— WVZH/—E)M):O doit étre remplacée par :
e

/R e h
—— V4V - Bo —E)yp=0
( 2meV 2mec z >U')

qui se projette sur les 2 composantes de y selon :

2 -
(— h—V2+V—(E+2e h

2m m c
e e

B))y,=0 , (—h—2V2+V—(E— ¢h_B))y =0

2m 2m c -
e e

avec E énergie totale (valeur propre) et V énergie potentielle. On en conclut que la présence d'un électron
de valence d'un atome dans un champ magnétique produit un doublet d'énergies :

e h eh

E+ B et E-— B
2m ¢ Zmec

expliquant ainsi les doublets du spectre des atomes alcalins, tels que ceux d'argent neutre, dans
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I'expérience de Stern et Gerlach.
On a vu les relations de commutation et d'anti-commutation des matrices de Pauli en (58) :

0,,0 . |=0,0.—0 .0,=2i¢ o
k>

k™ jo ok kjm ™~ m
{ok,oj}:0k0j+ojok:26kj1 (205)
LA —_ o
d'ou: okoj—f)kjlﬂskjmom

Y10 0 Yy \1 0

0_220 , C& qui correspond bien a SiZS_ZZO

Comme on l'a fait plus haut, on définit : 0+:0x+i0 :(0 1) , o_zox—io :(0 0) etl'ona:
2 =
N
Remarque : La relation d'anti-commutation 10 ;.0 ;;=20; .1 montre que les matrices de Pauli sont
les éléments génerateurs de l'algebre C, de Pauli, ou algebre d'espace de Clifford, comme indiqué a la
relation (15) de [1].

{o,.0}=1 o

Soient deux opérateurs vectoriels A et B sur E; isomorphe a R3; par définition ces opérateurs vérifient
(92), ou J,, en tant qu'opérateur moment cinétique généralisé, peut étre remplacé en particulier par o,

alors :
En écrivant :
0.A=4 o +4 o +4 ©
X X y y z z
o.B:onx+Byoy+Bzo
il vient :
(06.4)(0.B)=(4 B +4 B +4 B )1+(4 B o 0 +4 B o o)
X X y oy z z x y x Yy y x 'y X
+(Aszoxoz+Asz020x>+(Aszoyoz+AzByozoy)
=(A4.B)1+(4 B —4 B )o o +(A B -4 B )o o +(A B -4 B )o o
Xy Yy ox Xy Xz z X’ x z y oz zy Yy z
:(A.B)1+(AxBy—AyBx)ioZ+(AxBZ—AZBx)ioy+(AyBZ—AZBy)iox
donc:

(0.4)(0.B)=(4.B)1+ic.(AXB)  (206)
| Remarque : (206) est le produit de Clifford dans I'algébre de Pauli défini & la relation (44) dans [1].

Comme indique en [1], une particule de masse m_ et de charge e, de quantité de mouvement p, placée
dans un champ électromagnétique de potentiel vecteur A, posséde un moment cinématique :

PZP—EA
c
De (206) on obtient pour la quantité de mouvement p, en tant qu'opérateur vectoriel :

2 2
(0.p)(o.p)=(c.p)"=(p.p)1=p
puisque p x p = 0, et pour le moment cinématique P, en tant qu'opérateur vectoriel :
(6.P)(0.P)=(0.P)*=(P.P)1+ic.(PXP)

Dans cette expression P x P n'est pas nul, comme on va le voir :
On applique le principe de correspondance apetaP :

p=—ihV et P=—inV-— %A
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Alors P x P se développe a l'aide des commutateurs :

PXP=[P P Je +[P_ P le +[P P le_  (207)

Comme P=—iﬁv—§A (207) donne :
PxP:p4hV—%Ap¢4hVé%A)

—r_i5.0 €, _.z0 €
_[zhay A, —ih— 24 ]e
0

X

_ip 0 _ € 50 _ ¢

+[ lhaz CAZ, lh&x ch]ey
_jp 0 _€, .50 €

+[ zhax ch’ lhay cAy]eZ

Or en mécanique quantique, le commutateur de 2 opérateurs est le correspondant du crochet de Poisson
des 2 grandeurs auxquelles les opérateurs sont associés. En mécanique classique, le crochet de
Poisson est défini par :

0 0 0 0
[u’v]zz (au av_au 6\/)
x 949, 9P, 9P 094

ou p,, g, sont les variables conjuguées par les équations de Hamilton (H est le hamiltonien) :

.:qu:aH ) .:dpk:_a_H
“War Tap, & P ar g,

ce qui donne la loi dynamique de Poisson :
du ou
- = ) H + —
ar e

et analogue pour v.
En présence d'un champ magnétique B = V x A et d'un champ électrique de potentiel ®, le hamiltonien
est:
2 2
P 1 e
H=——+e®d=——(p——A4) +e®
2me 2me (p c )

En prenant x, = q,, on a, puisque 9x,/dp, = 0 et Ix, /ox, =1 :

3
dxk B

donc :

~4) 0 <p.—5A,.>]

J70p, "t ¢ oq, T ¢
6pl. 6Al. 6‘pj__6Aj_ apl._E@Al. 8pj_£8Aj
i caqk 6pk capk 8pk c@pk aqk caqk
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op, Op. op. op.
or l=—1=0 ¢t —1L= , ! 6.k d'ou
09 04, opy / op, !
GA 8A 2 8A 8A 0A. 0A.
[P,.P 1= Z S

-0 .
lkaqk Jkaqk c2 aqkapk 5pkaqk

0A.0A. 0A.0A.
i J i

Comme ( — L)=0 il reste :
Z quﬁpk 8pk aqk

[P,.P 1= e(aAf %):—fs,. B
¢ 0q, qu c 1JkTk

qui sont, en mécanique classique, les coordonnées de :
e e
PxP=—=-VXxA=—=B  (208)
C C

En mécanique quantique, le principe de correspondance associe a P x P l'opérateur encore noté P x P
avec la définition (207) :

PxP=ihSB  (209)
C

Plus généralement, le principe de correspondance associe a tout couple de grandeurs conjuguées de la
mécanique classique, u et v, leurs opérateurs par :

1
[u,v] (crochetde Poisson) -> E[u, v] (commutateur)
En particulier, on a :

1
[u, H] (mécanique classique) 2> ﬁ[u,H] (mécanique quantique)

en faisant attention que les [, ] n'ont pas la méme définition en mécanique classique et en mécanique
quantique.
De (209) on obtient finalement :

(o.P)Z:P2+io.(P><P):Pz—hgo.B (210)

Remarque : On peut retrouver (210) directement a partir de (207), et en faisant attention a la remarque
suivante concernant le commutateur des opérateurs pj et qj avec un opérateur vectoriel ou scalaire u :
En effet, lorsqu'on écrit [pj,u] il faut toujours l'exprimer par son application a une fonction d'onde

quelconque y au lieu de recourir a son développement formel :

[p .,u]lpZ—ih—a (ulp)+ihu—alP

J 0q ; 0q .

J J
0 u 0

or: 73 (ull)): 2 +u8 Y que I'on remplace dans I'expression ci-dessus :
9j 1 94
.. Ou ., 0 ., 0 ou
[pj,u]w:—zha—qj —zhua;iﬂhua;l)j:— aq =V pour toute y, donc :
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_ ., Ou
[pj,u]——lha—q/_ (211)

En utilisant (211) dans (207) on obtient les coordonnées de P x P=( p—%A)X( p— %A)

2
2 2 — — 2 _¢ e
or: [0y o= J0 | A, AJ=A A4 A =0 | ot dapres (211):
aqjaqk 6qk8qj : .
8Ak
[pj, Ak]:_ihﬁ . Quant a [Aj, p,J en suivant la recommandation plus haut, son explicitation avec
J
Y donne :
_ 8Aj
:_(pkAj)w:lha_qkw
e 0A. aAl.
donc l'opérateur P x P a pour coordonnées [Pl.,P .]Zih—(—i——) soit :
J c aqi oq

j
PxP=ihSVxA=ih<B
C C

qui est (209), d'ou (210).

Remarque : Qu'en est-il de [q; , u], ou q; est la variable conjuguée de p; ?
Observons déja que dans I'espace des moments, le crochet de Poisson de g etdeuest:

[p . u]

op. op,
=2l Ou TPjou__0u e 9p;/9p; = 1 et Ip/dq; = 0

B 0q,0p; 9p;0q; 0g;

Le principe de correspondance :
[poul 5 —lp,ul=-L
ppul > il oq,
.. 0 ‘
associe donc a g l'opérateur: —¢ hﬁ
J
0q . 0q .
De méme pour le crochet de Poisson: [¢ ., u]== Ou _“1j Ou _ Qu

1 ou
et par le principe de correspondance : [qj, ul > ﬁ[qj, M]ZW ce qui donne
J

_., Ou
[qj’“]_’ha—pj (212)

Etlorsque dans [7 ;%] , uestremplacé par q, (211) donne :
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04q,
[pj’qk]:_’ha—qj:_’hakj

ainsi les variables conjuguées (leurs opérateurs) de commutent pas :
[P q;1==ir#0 (213)

(213) signifie que le moment dynamique et la position ne peuvent pas étre déterminés simultanément, et
I'on montre que cela conduit aux relations d'incertitude de Heisenberg :

/)
AijquE

11 — Addition des moments cinétiques
Soit une particule possédant deux moments cinétiques J, et J,,, de moment cinétique total :
J=J,+J,

Soient J,, J
sous-entendu). Soient J2, J12, J22 de valeurs propres faisant intervenir respectivement j, j,, j, (sous-

1 Jo, leurs composantes suivant Oz, de valeurs propres respectives m, m,, m, (ou 7 est

entendu, on a j(j+1 )hz, etc.). On a les équations aux valeurs propres :

J%|nj1m1j2m2>:j1(j1+1>h2|nj1m1j2m2>
Sy njymyjymy>=mhinjm j,m,>
J2nj m, jymy>=j, ()R 0 j om, jm,>
o Injymy jymy>=myhlnjm j,my>

ou les fonctions d'onde |n j; m, j, m,> sont les vecteurs propres des opérateurs ci-dessus, différencies

par n qui représente I'ensemble des vecteurs propres des autres opérateurs qui commutent, par exemple
n peut représenter un vecteur propre du hamiltonien H (relation (184)):

Hinjym jymy>=e [njimj,m,)>

Pour un état n fixé, les fonctions propres sont produits tensoriels des états respectivement attachés a
({42 ;) et (4,2, ) :

[njymyJymy>=Injim>nj,m,>

Soient Hnj1 et Hnj2 les sous-espaces de Hilbert engendrés respectivement par les (2j,+1) vecteurs propres
Inj;m,> et les (2j,+1) vecteurs propres |nj,m,> (voir chapitre 7). Alors le sous-espace engendré par les
vecteurs |nj,m, j,m,> est de dimension (2j,+1)(2j,+1) et a pour base ces vecteurs (avec m, et m, qui
prennent les valeurs —j, sm  <j, et—j,<m,<j,):

H, = @(Hnn ® H))
my m,

On appelle base découplée la base formee par les (2j,+1)(2j,+1) vecteurs |nj;m, j,m,> (ou m, et m,
prennent leurs valeurs permises).
Par contre, la base couplée est formée a partir des vecteurs propres de (J2, J12, J22 ,J,) au lieu des
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vecteurs propres (J12, J,,) et (J22, J,,) ; on note la base couplée |n (j, j,) j m>:

I3y jy) jm>=j,(,+ V)R |n(j, j,) jm>
I3In(jy jy)jm>=jy (G VR n(j, j,) jm>
T2 n(j, j,) jm>=j(j+V)R*n(j, j,) jm>
J \n(j, i) im>=mn|n(j, j,)jm>

L'utilisation de la base découplée et de la base couplée permet de déterminer les états associés au
moment cinétique total J, J, a partir de ceux associés aux moments J,, J,, J,, J,_.

En effet, on va établir des relations de passage entre ces deux bases, moyennant les coefficients de
Clebsch-Gordan, ce qui va conduire a 2 régles de sélection sur les valeurs propres m et j des opérateurs

J, et J2. Ainsi :
— Projetons les états couplés |n (j, j,) j m> dans la base découplée [nj;m, j,m,>:

n(JyJy)jm>= 2, <njymy jymy|n(j,j,)jm>\njm j,m)> (214a)

m,m,

— Projetons les états découplés |nj,m, j,m,> dans la base couplée |n (j, j,) j m>:
njymyjymy>= 2 <nljyjy)imlnjymy jymy>[n(G, jy) im> 40y
J,m
Les coordonnées de ces deux projections sont appelées coefficients de Clebsch-Gordan :
<njm jymy|n(j, j,)jm>

N . . (214c)
<n(]1]2)]m’n]1mlfzm2>

m Théoréme : Premiére régle de sélection

La valeur propre mde J, = J,, + J,, est égale a la somme des valeurs propres m,, m, de J,, et
(215)

JZZ:
m=m, +m,

Preuve de (215) : - On applique J, a |n (j, j,) j m> développé selon (214a) :

Jz’n(jljz)jm>: z <nj1mljzmz\n(j]jz)jm>.]z|njlm1j2m2>

my,m,
=2 mhln(j, j,)jm>=2 <nj m jom,\n(j j,)jm>mhlnj m jm,>
m m

Comme : JZ|nj1m1j2m2>:(']12+‘]22>|njlmlj2m2>:(m1+m2)h|nj1m1j2m2> il vient :
J An(j jy)im>= 2 <njim jym,|n(j j,)im>(m+m)a|nj m, j,m,>
I’I’ll,l’l’l2
=2 <njymyjymy|n(j, j,) jm>mhinj m j,m,>
m
d'ou :
m=m +m2

CQFD de (215).
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Remarque : dégénérescence :
Dans (215) les m,, m, prennent toutes leurs valeurs permises : — j, <m, <j, et —j, <m, <j,, donc a

une valeur de m correspondent plusieurs fonctions propres |nj,m, j,m,> : on dit qu'il y a dégénérescence

pour la valeur propre m.
Pour chaque m donné, le nombre de vecteurs propres correspondants s'appelle degré de

dégénérescence d(m).
m Théoréme : Deuxiéme regle de sélection, ou théoréme fondamental d'addition :

Pour j, et j, fixées (m, et m, variables), les vecteurs propres définissent un espace vectoriel de
Hilbert de dimension (2j,+1)(2j,+1), dans lequel :

a) Les seules valeurs possibles de j (ou régle du triangle) sont : (216)

|j1_j2’5j5j1+j2

b) Pour chaque valeur de j correspond une seule seérie de (2j+1) vecteurs propres |n (j, j,) j m>
ded=J,+J,

La démonstration de (216) permet, au passage, de déterminer le degré de dégénérescence d(m) de la
valeur propre m de J,..

Preuve de (216) :

Pour j fixé il existe n(j) séries linéairement indépendantes de (2j+1) vecteurs propres de J, générateurs de
I'espace Hnj :dim Hnj = 2j+1.
Les vecteurs d'un méme espace Hnj se transforment I'un de l'autre par applications successives de J, ou
J_(théoréme (176)). Ces (2j+1) vecteurs de Hnj correspondent aux (2j+1) valeurs permises de m :

m=-, -j+1,...,]j
Soit ¢, le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associés a m. Puisque —j<sm <j, le
nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associés a m est, selon les valeurs de m :

Im[=j—c,=1
Im|=j-1—c =1
Im|=j-2—>c =2
Im[ =j-29 — ¢, = q+1
Im[ =j-(29+1) — ¢ = q+1
Im| =j-(29+2) — ¢, = q+2
et ceci tant que —j < m < j, avec j valeur maximale de m : j = max(m) ; et comme m=m, + m,, ona:
max(m,) = j, , max(m,) = j,
car |[m,| <j, et m,| <j,. Donc::
max(j) = jq +j,
Pour chaque valeur permise de j, on associe H ., avec dim Hnj = 2j+1. Pour l'ensemble des j dans

Umin’jmax]:
maxlj)
min(j) Hnj_ Hnj1 ® Hnj2
donc:
max(j) max(j) max(])
dim(H ., ®H ))=(2j+1)(2j,+1)= Z( )(2j+1)=2 Z% )j+ Z( )1
min( j min| j min| j
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or:
max(j)
> j=min(j)+(min(j)+1)+...+(min(j)+N—1)
min( j)
’ < N termes----------------- >
avec max(j) = min(j) + N-1, soit : N = max(j) — min(j) +1 ; donc :

max ()
;) j:Nmz'n(j)+(1+2+...+N—l):Nmin(j)+%N(N—l)
min| j
:%(max(j)(max(jﬁ1)—min(j)(min(j)—1)>
max ()
et: %.) 1=max(j)—(min(j)—1) avec max(j)=j, +j,
min| j

s . (o . Y o2 . .
D'ou : dlm(Hnj1®Hnj2)—(2]1+l)(2]2+1)—(]1+]2)(]1+J2+2)—mm(]) +1 et l'on tire de cette
égalité : min(j)zz(jl—jz)2 . Comme j2z0ona: mn(j)=[j,—j,| , par conséquent la sélection
des valeurs permises de js'écrit: |/, —J,|</<j,*J,

Pour chaque j il y a d'(j) vecteurs propres ; si d'(j) > 1 il y a dégénérescence. Lorsque m parcourt la
gamme —j<m <j, c'est-a-dire |m| < j, ou inversement pour m fixé, lorsque j parcourt les valeurs permises

j 2 |m|, le nombre de valeurs possibles de vecteurs propres associés a m est égal au nombre total de
vecteurs propres associés aj=|m| :

c,= 2 d'(j)

j=lml
or d'apres le tableau des valeurs de cm vu plus haut,ona: ¢ =d(m) =1, soit:
d(m)= 2, d'(j)
j=ml

qui exprime le degré de dégénérescence de m a partir de ceux de j = |m|. La relation précédente donne
en particulier :

d(j)= Z| _|d'(j'>=d ()+d 1)+
d(jil}zj D d'(j)=d (j+1)+...
j+

— pourm=j:

— pourm=j+1:

j'=
dot: d(j)—d(j+1)=d'(j)+d'(j+1)+..—(d'(j+1)+...) soit:
d'(j)=d(j)-d(j+1) (217)

Donc pour obtenir le degré de dégénérescence d'(j) de la valeur propre de J2 exprimée avec j, il suffit de
connaitre le degré de dégénérescence d(m) pour chaque valeur propre permise m.
Or d'apres la premiere regle de sélection (215), d(m) est le nombre de couples (m,, m,) verifiant :

m=m1+m2

Pour dénombrer d(m) on utilise un diagramme d'axes (m,, m,) ou I'on fixe j, et j,. Comme m =m, + m,
chaque couple (m,, m,) est sur une diagonale dont le nombre de points est égal a d(m), c'est-a-dire le
degré de dégénérescence de m. On donne I'exemple pour j, = 5/2, j, = 2 a la figure 42.
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d(7/2)=2

d(5/2)=3

- M
d(3/2)=4

d(1/2)=5

figure 42 : denombrement des degrés de degénérescence de m =m  +m, pourj, =52 etj,=2

Avec par exemple j, >j,ona:
d(m)=0 si |m|>j,+Jj,
d(m)=j1+j2+l—]m] si j1+j22|H1|Z|j1—j2]
d(m)=2j,+1 si|j,—j,|=|m=0

en remplacant d(m) avec ces valeurs dans (217), on obtient toujours :
d'(j)=1 pour |j,=J,I=j<j,*J,
ce qui montre que le degré de dégénérescence de J? est €gal a 1 quelles que soient les valeurs permises

de j: a chacune des valeurs permises de j correspond une série unique de (2j+1) vecteurs propres du
carré du moment cinétique total J, |n (j;j,) jm>.

CQFD de (216).
m Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan :

Les coefficients de développement sur la base couplée ou sur la base découplée (214c) existent si (215)
et (216) sont vérifiés. Les décompositions (214a) définissent |n (j,j,) jm> a une phase prés :

Comme |njm j,m,>=|nj m>|nj,m,> (214a)devient:
in(j Jy)im>= 2, <njm jm|n(j j,)jm>|nj m>nj,m,>
My, my
On fixe la phase en imposant que pour m = max(m) = j, m, = max(m,) = j,, le coefficient de Clebsch-
Gordan est un réel positif ; sous ces conditions : m, =m -m, =j—j,, donc:

<n,jydy iy d-iiniis)ij> 20 (218)
Sij=max(j) =j; +j, et m =max(m) = j alors :
\n(jyy)im>=[n(j, jy)J\*jsr i *iy>
= Z <I’lj1I’I’llj2m2|n(j1j2)j1+j2,j1+j2>|nj1m1>|nj2m2>
m,,m,

orici:m=j=j, +j,=m, +m, donc:m, =j, =max(m,) et m, = j, = max(m,), d'ou :
n(jy)JFdys iy >=<nj Jydad 0y da) i * i ¥y 0 J >0 )™

qui est la décomposition maximale de |n (j,j,) jm>, de poids 1 :

<njyJyJydy iy Jy)iyviy. i i,>=1  (219)
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La condition (218) entraine aussi que les coefficients de Clebsch-Gordan sont réels pour toutes valeurs
permises de j;, My, jo, My, j, M :

<njym jym,|n(j, i) jm>=<n(j j,)jmlnjm j,m> (220)
Les conditions (218), (219) et (220) permettent alors de calculer par récurrence les coefficients de

Clebsch-Gordan :
En effet, appliquant (178) a |n (j,j,) jm>on a:

My,
Comme J, =J,, +J,, il vient:
Jodnjymy jymy>=J Anjim j,my>+J, njym jym,>
=hpylngymptljymy>+h, o0 jymy jymy+1>
ou A4 et A, verifient (179) donc sont connus :
Xm]=h\/(j1—ml)(jl+m1+1)

km2=h\/(j2—m2)(j2+m2+l)
Faisons le produit scalaire de J,|n (j;j,) jm> et <n j, m'; j, m'y| :

<njym' jym' I n(jj,)jm>=

= Z <nj1m]j2m2|n(j1j2)jr”><nj1mrljzm'2|*]+|nj1m1j2m2>
my,m,

ka<njlm'1j2m'2|n(j1j2)jm+1>

= 2 <njm jymn(j j,)jm>

ml,mz

XA, <njym'y jym'ynjymy+1jymy>+h <njym'y jym'y|njim j,m,+1>]
Les vecteurs étant orthogonaux, les quantité entre [...] sont égales a :

/) ) +A 0 d

ml " m'lml+l m'2m2 m2 m'lml “m'2m2+1

donc en retenant uniquement les termes m,, m, qui vérifient m'y =m, + 1 et m', = m,, ou bien m', = m, et
m', =m, + 1, la somme précédente se réduit a :

km<nj1m’1j2m’2]n(j1 jz)jm+1>:
=k <njym'\ =1jm'yn(jy jy)jm>+h, o <njim’ jym's=1In(j, j,) jm>

De méme, en appliquant J_a |n (j;j,) jm>, compte tenu de (180) :
J (G Jy)im>=N" |n(j j,)jm-1>
etavec (181): N =A_,etd =J, +J,, le produit scalaire par <n j, m', j, m',| donne :

)\"m<nj1mrljzmlzln(jljz)jm_1>:
=k <niym L jym 'y n(jyjy) jm>+h, o <njim' jym'y+ 1 n(jy j,) jm>
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Ces deux relations entre )\m et )\m1, )\m2 et entre )\'m et )\'m1, )\'m2 se rassemblent, en explicitant les )\m et
AN'm par (179) et (181), en la relation de récurrence sur les coefficients de Clebsch-Gordan :

VEm)(jFm+1)<nj m, jymyn(j, jy) jmF1>=
\/(J'le)(jlim1+1)<njlmlilj2m2|n(j1 Jy)jm>+  (221)
\/(jzimz)(jzim2+l)<njlmljzmzil|n(jlj2)jm>

m Symbole « 3jm » de Wigner :

Soient les coefficients de Clebsch-Gordan :  <7jm j,m,|n(j, j,)jm>
Les composantes <"j M, /, m2| sont celles d'un vecteur covariant ;

les composantes |"(j1 jz)jm> sont celles d'un vecteur contravariant ; les unes et les autres n'ont pas
la méme symétrie. En effet, la permutation des termes donne
)j1+j2_j

<”j1m1j2m2‘n<j1jz)jm>:<_1 <nj2m2j1m1|n(jlj2)jH1>

Jimmy | 2 j+1 . . .
=(-1)"" 1\/21]?@]1’%1] -minj, -my>

. B
:(_I)Jl J m2\/ﬂ<njmj2 —m2|l’ljll’}’ll>

2j,+1
_(_qVamiTmy | 2 +1 . . .
_( 1) \/2j2+1<n]1 -m1]m|n]2m2>
Ji¥i,—J
=(—1)"' "2 <nj;-myj, -mylnj-m>

ou (j4J,) est sous-entendu dans [n jm>: |n (j,j,) ] m>.
j1» Jp» i n'ont pas de r6le symétrique dans le developpement de |n (j,j,) j m>, mais leurs vecteurs moments
cinétiques l'ont par la relation: J, + J, + J5 = 0, a condition de poser J; = - J. On introduit ainsi les

coefficients de Wigner « 3jm », reliés aux coefficients de Clebsch-Gordan, pour conserver le réle
symétrique de J1, J2, J3 de I'addition vectorielle :

.. Jy T ,tm
JiJy j =1t
mlmz_m \/2j+1

<njymgjym,|njm>  (222)

en posant m; =-m et j; =jon a les regles de symétrie suivantes :

e m, +m, +m, =0 (qui est (215))
J1J2 73

ml m2m3

est invariant par permutation circulaire des colonnes :
JvJo J3\=| J3dvJa\=| J2 J3 7y
m,m.,m m,m,m m,m,m

172773 371772 277371

e il est multiplié par (_1)j1+j2+j3 quand m,, m,, m, changent de signe
e |a regle du triangle (216) se traduit par :
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|j1_j2‘5j3ﬁj1+j2
|j1—j3‘3j23j1+j3 (223)
|j2_j3‘5j13j2+j3

e et les relations d'orthogonalité :

> Sili—j,lSjsj, *j,et-jsmsj:

z ' Z ' <nj1mlj2m2|njm><nj1m1j2m2|nj’m’>=6jj,6mm,
M=M=,
P Si-jysmysjet-j,<m, <,
JitJ, j
Z Z <njymjymylnjm><njm' jom'y|njm>=8 .8 .
I a|m=— (223bis)

» ainsi que :

Z Z Ty i3\ 7172 T 5|2 .1 8. .9 ,
Z m.m-m mmm'3 2]3+1 J3J 3 My

m ==, my==j, "3 [\
1ty J3 .. S
. J1JoJ J1 Joy J3 |
]3:‘]1_]2"”3:_]3 1772773 1 2 3

On démontre, par les relations de récurrence (221), que les « 3jm » sont calculés par la formule de
Racah, ce qui donne donc une expression analytique des coefficients de Clebsch-Gordan intervenant
dans (222) :

P Ji—J,—m — ; - : : : :
Jl J2 J3 :(_1> b 3\/A(]1]2]3>X\/<J1+m1)!(]1_m1)'/(]2+m2)'/(]2_m2)!<J3+m3)!(]3_m3)'/
m1m2m3

. . —1
XZ [k/ Ja— J2+k+m) (]3 ]l+k m) (] o e k)/(]l—k—ml)/(jz—k+m2)/]

(224)
avec: my+m, +mg =0, [j; —jo| Sjgsj; +], et:

(y+iy= i) Ustis=d ) s *i = dy)!
(1+j,+j,*),)!

A(jy Jyiy)=—

et Z est la sommation sur toutes les valeurs entiéres de k telles que les factorielles soient positives.

Cette somme contient N+1 termes ou :
N=minijyEmy, Jytmy, jyrmy, ji*jy=Jy Ja*is=JpJstii =/,
m Quelques valeurs du symbole « 3jm » :

a) Si:j=max()=j; +j, etm=max(m)=j=j, +j,, alors :
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<nj1m1j2m2|njm>:<nj1j1j2j2|nj1+j2j1+j2>:1
d'ou : .
jljz j1+j2 — @—1) : — 1
j1j2_<jl+j2) \/2(j1+j2)+1 \/2(j1+j2)+1

b)Si:j,=0,m,=0,alors: <nj1m1j2m2|njm>=<nj1m100|njm1>=l d'ou:

i+
Jytmy

j10 j3 :(_4)
mIO—ml \/2J3+1

c)S|m1:m2:m3:0,anrs:

000
— sijy +], + ]z estpair, soitj; +j, +j;=2p, alors :

— sijy +], +j; estimpair: (]1]2]3)20

T3 7 !
(ol 0 03)_(_1)NA (jl‘]2J3)(p—jl)f(psz)/(p—@)/

ol j4, ,, j5 satisfont (223).
d)Sim,=tj,oum,=%j,oum=+j,alors:

<njymyjymylnjm>=<njim jymy|njj>=<njm jm|nj -j>

~ [ (2+1)!(j,+7,=)! ]“2[(jl+m1)f<jz+m2)/]“2
( )!

Ji—m
=(=1)" N —— L : :
Ji it i )G+ =i ) 1+ )=, (j,=m)!(jy=m,)!

e)Si:j=]j; +j,alors:

(2)1(2),)! 12 (Jy*jyrm)!(j*+j,—m)! 12
(]1 )/

<nj ' m>=
il [ (2(7,+4,))! rm) (G =my ) Gy tmy) (G =my).

f) La table ci-apres concerne j, = 0, 1/2, 1, 3/2, 2 avec 0 = m, <j, , ou I'on pose j; =j =], + X, avec:
Osxs<j,,0=sm,<j,,etmg=-(m, +m,) =-m, les autres symboles « 3jm » de Wigner se déduisant
par les relations de symétrie vues plus haut.

La table donne W (m,, X, j,) qui intervient dans :

JvJaJ3\=| J1da Jitx
m1m2m3 m1m2 -(ml+m2)

: 1)J~l+,nl[(2]'l+xjz)/(jl+m1+mz+x

)/ 1/2
(2 +x+ jy+1)!(j+m))! ] Wimy.x.1,)
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J m, X W (my, %, jp)
0 0 0 w(0,0,0)=1
1/2 1/2 1/2 w(1/2,1/2,1/2)=
1 0 0 w(0,0,1)==2m,
1 w(0,1,1)==y2(j,—m +1)
1 0 w(1,0,1)=—/2(j,—m,)
1 w(1,1,1)=1
3/2 112 112 w(1/12,1/12,3/12)=j,~3m,
312 w(1/2,3/2,312)==3(j,—m,+1)
3/2 1/2 w(3/2,1/2,3/2)=—3(j,—m,)
3/2 w(3/2,3/2,3/2)=1
2 0 0 w(0,0,2)=2(3m7—j,(j,+1))
1 w(0,1,2)=2m 6(j,—m +1)
? W(0,2,2)=y6(j,—m+2)(j,—m +1)
1 0 w(1,0,2)=(2m+1)6(; —m ]
1 w(1,1,2)=2(j,—2m,)
2 W(1,2,2)==2/j,—m +1
2 0 W (2,0,2)=\6(j,—m)(j,—m,~1)
1 W(2,1,2)==2\j,—m,
2 w(2,2,2)=1

12 — Exemple d'addition : addition de deux spins 1/2

Soit un systéme de Z particules de spin 1/2 (les considérations qui suivent ne sont plus valides pour les
systémes de spins entiers). L'espace de ses états est le produit tensoriel des espaces des états de

chaque particule, et pour les états de spin il est de dimension 22 Le spin de chaque particule individuelle
(i) correspond a un systéme de matrices de Pauli i) telles que cr(i)2 = 3 (%), et le spin total du systéme
est:

——hZO‘

i=1

Soient un systéme de deux nucléons (Z = 2), protons ou neutrons, en interaction qui dépend de leurs
spins. On se place dans le référentiel de leurs propriétés relatives, dans lequel les considérations
précédentes s'appliquent : leur position relative est r = r, — r, et leur quantité de mouvement relative est :

8 C'est le cas pour le spin d'un électron ou le systeme de matrices de Pauli est o = (o4, 0,, 03),

2= 0.0 = 0,2+ 0,2+ 0,2 =1+1+1 = 3 x1 (que I'on note simplement 3, omettant la

matrice identité 1 lorsque cela n'entraine pas d'ambiguité) ; cependant, dans le cas général o
s'exprime en fonction des matrices de Pauli différemment, et il lui est seulement imposé que 02=3.

puisqu'on a bien : o
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p:%(p ,—P,) . Le spin total est alors :

1

Le produit de O 1) et Oy est directement relié a S2. En effet :

I i i
S =1 (0 140 () =T (0140110 (440 )0 40 )= (6420 .0 )

puisque 02(1) = 02(2) =3.D'ou:
2
=253 (225)

0'(1).0'( -

2)

Le moment cinétique orbital du systéeme des deux nucléons est: L=rXp , le moment cinétique total
est alors :
J=L+S§

Les deux nucléons interagissent, formant ainsi un systéme couplé, par un champ de potentiel V(r), r étant
le module de la position relative définie plus haut. L'hamiltonien, dans le systéme relatif, est :

2
H:pﬁ+V(r)

ou M est la masse totale des nucléons. Les interactions qui restent invariantes par rotation (d'espace
et/ou de spin) sont de quatre formes, ou sont leur combinaison :

a) V(r)=V (r) :indépendante du spin.

b) vir)= Vz(r)<0(1)-0 (2)) . D'aprés (225) ce potentiel est directement relié au spin total :
2
S
Vir)=v,(r)(23-3)

h
(NB : V(r) a donc la forme d'une matrice, elle n'est pas un scalaire, puisque S2 intervient et que 3 est en
fait facteur de la matrice identité 1).
Cette forme montre que 'ona [V ,L]=0 et [V ,S8]=0 .Lacommutation [}, L]=0 entraine que
V(r) est invariante par rotation de I'espace seul (relations (80) et (91)) et la commutation [V ,S5]=0
entraine que V(r) est invariante par rotation des spins seuls.

Comme on a les commutations avec I'hamiltonien: [g r?]=0 . [H,S?]=0 . [H.L]]=0,
[H.S_1=0 , les fonctions propres de H sont communes & L2, 82, L, S,. Leurs valeurs propres,
indépendantes de L, et S, ont un degre de degénérescence :

d(H)=(2/+1)(2s + 1)
ou / est rattaché a la valeur propre de L2 ets a celle de S2.

c) V(’”):V3(’”>(L-S) .De J=L+S ontire:

J?=(L+S)P=L*+L.S+S.L+S*=L*+S*+2L.S
donc:
L.S:%(Jz—LZ—SZ) (225bis)
alors :

V(r)==V (r)(J*-L*-S?)
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ce qui montre que V, et donc I'hamiltonien H, commutent avec L2, S2, J2, J,: [H,Lz]:() :
[H,8%1=0 . [H,J%*]1=0 , [H.J_1=0 _Mais H ne commute pas avec L et S. Les fonctions

propres de H sont communes a celles de L2, 82, J2, J, et les valeurs propres de H ont un degré de
dégénérescence :

dH)=2j+1
ou j est rattaché a la valeur propre de J2.
(o (1)-r)o(y).7)
d) V(}"):V4(l”) 3 ) 2 2] _0(1)°0(2)
r
De :—h(o(])+0(2)) il vient :
2 B 2 K 2 2
(S V) —T<0(1).r+0(2).1") :7[(0(1) l") +(0'(2) l") +2(0'(1).l")(0'(2) l")]
2
S CIICTN
puisque d'aprés (206) (0(1) r)2+(0(2) r)?=2r* . Donc:

2(8.r) 212 2(8.r)? s?
V(r)=V (7)|3 — o=V, ()3 —3-22-43
4 72,2 (1)°7(2) 4 72,2 72
donc:
2
y(r)=,(r) 53280 g2
hi r

I s'ensuit: [, 52]:0 mais [V, Lz];t() . Les fonctions propres de H sont communes a celles de
$2,J02,J,.
Quelle que soit la forme du potentiel d'interaction des deux nucléons, le spin total S a pour valeurs

propres de S2 : s(s+1)r2 (attention, par suite de (225), (225bis), (225ter), ici s n'est pas égal & 1/2 comme
on le verra plus loin) :

S2|s,0>=h2s(s+1)|s,0>
ou o est la valeur propre de la composante S, du spintotal S, =S, + S, :
SZ|s,0>:h0|s,0>

L'application du théoreme d'addition (216) a s (qui joue le role de j dans I'énonce) et a s, et s, (qui jouent
le r6le de j, et j, dans ce méme énonce) donne :
[s,=5,|<s <s,+s,

Or on a vu au § 10 que pour chaque particule isolée (ici chaque nucléon n°1 et 2)onas, =1/2ets, =

1/2, la regle de sélection précédente devient alors :
| 1.1
——=|=0 <5 <=+=—=1
575150 =5 =3+
donc s prend les deux valeurs possibles : s =0 ou 1.

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 141/194


http://fred.elie.free.fr/

Lorsque s est fixé quelles sont les valeurs possibles de o ?
Dans I'énonceé (216b), s jouant le réle de j, et o celui de m, on exprime : pour une valeur fixée de s il existe
(2s + 1) valeurs possibles de o qui sont, d'aprés le théoréeme (176) :

o=-s,-s+1,...,s

Comme s =0 ou 1, on a les états de spin pour I'ensemble des deux nucléons (ou deuton) :
»s=0—->0=0donc|sc>=]|00>:état singulet ;
»s=1—-0=-1,0,1donc|sa>=|1-1>]10>|11>:étattriplet.

AJ=L+SetJ =L, +S, correspondent des valeurs propres reperés par les nombres quantiques :
jpour 2 J 2| jimuso>=r%j(j+1)| jlmusc>

tpourL2: L?|jimuso>=h>1(1+1)|jImusc>

s pour S?: S2|jlmus0>=h2s(s+l)|jlmus0>

mpourd,: J_|jlmuso>=hm|jlmusc>

opourS,: S_|jlmuso>=ho|jlmusc>

ppourl,: L_[jlmuso>=hu|jlmusc>

avec—jsm<sj(2j+1valeursde J,),—s<o<s(2s+1valeursde S,), — /< p </ (2/+1 valeursde L,).

Donc, pour un couple fixé (¢,s) il y a (2s + 1)(2¢/ + 1) combinaisons linéaires de vecteurs donnant un
vecteur propre de J2, repéré parj.
Le théoreme d'addition (216), ou I'on fixe j, = ¢ et j, = s, donne les valeurs possibles de j :

[l—s|<j< (+s

comme s =0 ou 1, cela donne :

» pour s =0 (état singuletde spin) : |/ —s|=|¢|=/et/+s=(soit:j=/¢

» pour s =1 (état triplet de spin) : |/ —s|=|/—1|et /+s= (+1soit:

j=0-=1, ¢, (+1 sit>0

j=1 sit=0

Ces différents états sont repérés par la notation des spectroscopistes dans le tableau ci-aprés :

Le moment orbital / = 0, 1, 2, 3, 4 est désigné respectivement par S, P, D, F, G,..., en indice inférieur est
notée la valeur de j du moment cinétique total, et en indice supérieur gauche est notée la multiplicité du
spin (2s + 1) : 28+1Xj, avecX=S,P,D,F, G..,s=0o0u 1, etjprenant (2s + 1)(2¢ + 1) valeurs possibles.

s décroissant —

1= 3 1

o’ t j=0 Py Sy
croissan /=1s=1 ¢=0,8=0

i = 3 3 3 1

l j=1 S, D, P, P,
¢=0,s=1 1=2,8s=1 /=1,s=1 /=1,8=0

i = 3 3 3 1

j=2 P, F, D, D,
{=1,s=1 ¢{=3,s=1 {=2,s=1 1=2,s=0

i = 3 3 3 1

=3 D, G, Fy Fy
t=2,s=1 {=4s=1 {=3,s=1 1=3,s=0

L'espace vectoriel défini sur la base des vecteurs propres, espace de Hilbert, peut se décomposer en
deux sous-espaces complémentaires :

E=E'®©E''={VY|u>€E,J|u'>€E’' et Au'"">€E " ":lu>=|u'>+|u''>}

On définit le projecteur, par exemple dans E", l'opérateur agissant dans E qui a tout vecteur |u > de E
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associe sa composante |u">de E" :
Py lu>=[u"">

On vérifie immédiatement que :
pi=p (226)

(226) est la définition générale d'un opérateur projecteur. Les vecteurs propres de P définissent I'espace
E" sur lequel il projette.

Soit maintenant I'état singulet |0 0 > qui engendre le sous-espace E, et I'etat triplet |1 -1 >, |10 >, {11 >
qui engendre le sous-espace E,. On note P, le projecteur sur E et P, le projecteur sur E,. Les valeurs

propres de S2 = s(s + 1)#2 sont : 82 = 0 si s = 0 (état singulet), 82 = 2 72 (état triplet). On a :
|u>=|u0>+|ul> avec |u0>€E0 et |M1 >€E1
2 2
Plu>=lu,> => §°P |u>=8"|u,>=0

P lu>=|u> => S*P |u>=87|u >=2h%|u,>=20"P |u>

2 2
donc : P1|u>:ls—|u> soit P:ls—
2 h2 I 2 h2
Comme |u>=P |u>+P |u> donc P +P,=1 ilvient:
2
_ —_ 18"
P,=1-P =1 2,
s%_1
De (225) on obtient : ¥:§(0(1)°0(2)+3) que I'on remplace dans P, et P, :

PIZ%(3+0(1).0(2)
| (227a)
Pozz(l—o’(l).cu))

soit encore :

La relation (227b) présente l'intérét de pouvoir écrire I'équation de Schrédinger du deuton pour chaque
type de potentiel d'interaction (a), (b), (c), (d) vus précédemment, et identifier les caractéristiques des
vecteurs propres dans chacun des cas :

m Premier cas : Le potentiel est la somme des potentiels de type (a) et de type (b) :

V(r)ZVl(r)+V2(r)(0(l).0(2))

2
On a vu que I'hamiltonien H:%+V(r) commute avecLetS: [H,L]=0 et [H,S]=0 .Donc

les fonctions propres communes avec celles de H, [nfusc > = |u >, sont les produits tensoriels contenant
les fonctions propres : |/ > de L2 et L,,[so >de S2 et S, . Comme s =0 ou 1, ces fonctions propres se

divisent en deux familles : celle obtenue par le projecteur P, et celle obtenue par le projecteur P . Or V(r),
donc H, s'expriment avec (227b) en faisant intervenir ces projecteurs :

Vir)J=v (r)+V,(r)(P—3 P,

L'équation de Schrddinger, qui est I'équation aux valeurs propres de l'opérateur hamiltonien H, se
décompose donc en deux équations, l'une pour les états s = 0, l'autre pour les états s =1 :
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P’ 2 >
H|u>— —+V(I”) |u>— _Wv +V(I”) |u>—8n|u>
hz 2

pour |uy> et |u,>:

lug>=¢ u,> (2282)

I
— 5=V =37,

u,>=¢ |u> (228b)

(——V2+(V1+V2)

(228a) est I'équation de Schrédinger d'une paire de deutons équivalente a une particule de spins =0
placée dans un potentiel scalaire V,(r) — 3V,(r); (228b) est I'équation de Schrodinger d'une paire de

deutons équivalente a une particule de spin s = 1, placée dans un potentiel scalaire V, + V..

Dans les deux situations les vecteurs propres dépendent de la coordonnée radiale et des valeurs (/,s)
puisque H commute avec L et S : on note alors [u>=|r /s >.

m Deuxiéme cas : Le potentiel combine les formes (a), (b), (c) :
V(r):Vl(r)+V2(r)(0(1).0(2))+V3(r)(L.S)

Alors, suite a (225) et (225bis), 'hamiltonien commute avec L2 et $2: [H,S2]=0 . [H,L*]=0
Les fonctions propres communes & L2, 82, J2, J, sont de la forme :

njlms>=®(r) 3, Y9(0,¢)[su><lsou|jm>
ou

ol la sommation porte sur les valeurs propres o du spin total S, et y du moment cinétique orbital total L.

On applique I'équation aux valeurs propres de I'hamiltonien a |nj/ms > en coordonnées sphériques ; dans
ces coordonnées, I'opérateur p? s'exprime par :

pzz_h_zvzz_h_zL 6N (2005 N L S
2M 2M 2| or\ or) |sinB 00
Or en coordonnées sphériques L2 s'écrit

2
Lzz—hz(l a(sin@%)+ ! a_) (230)

00
s1n688 +

(229)

1 52
sin?0 & cp2

sinf 09 sin%0 c’icp2
donc :
2 1 2 L2
p= P+ (231a)
M o r2

ou p, est la composante radiale de I'opérateur quantité de mouvement p :

—_ipl(o
p,= lhr(@rr) (231b)

et I'équation de Schrddinger devient :
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1 2 L?
2M }7r-+ 2
2Mr

+V(r) |njlms>:8n|njlms> (231¢)

Les équations (231a,b,c) montrent que le principe de correspondance existe seulement en coordonnées
cartésiennes : par exemple, p, qui est donné par (231b) n'est pas une observable associée a la

composante radiale du vecteur quantité de mouvement p, il n'est qu'une composante radiale de
l'opérateur p. Il s'ensuit que (231c) est une équation de Schrédinger répondant au principe de
correspondance sous la condition d'introduire le potentiel équivalent :

2
L 5 :V(r)+h2—l(l+l)

2M r2

quV(r)+
2Mr
donc:
2

I N v _
H]u>—(—mv +Veq lu>=¢ |u>

ou l'on a noté |u > = |nj/ms > ; ce vecteur propre se décompose selon :

ju>=(r)Y ,  (6,9)

jlms(
avec :

Y i ims0.0)= 2 Y9(0,¢)lsu><lsou| jm>

o u

ou <[/sou|jm> sontles coefficients de Clebsch-Gordan. Compte tenu de (231 a et b), (231c) devient
alors :
| ) L2
Wp}}b(r)) lems+q)(7’)ijlms+V1(r)CD(r)Y

+ V2(r)@(r)(o(l).o(z))Yﬂms+V3(r)¢)(r)(L.S) Y i

Hlju>=

Jjlms

En utilisant (225) et (225bis) il vient :

H|u>:L(p2q>(r))Yﬂms+ ®(r) (L%Y

a7 \Pr v +V (r)o(r)Y

jhns) jlms

+ Vz(r)d)(r)(2 ;—;—3)le%

+V3(r)d)(r)%(J2—L2—S2)Y

jlms

Des valeurs propres LZ:h2[(1+1) , szzhzs(sﬂ) , ,]2:712]'(]41) on obtient :

H| >—[ L2 B (1) (1)1 () 28 (5% 1) =30+ 1 () ()= 1) s +1>)]\ >
R FYVESARSY ARG ARAC RS 3\ WY o !

Comme la dépendance de |u > en (r) est séparée de la dépendance aux angles (6,¢) on a : d'ou :

e . o )

__ 2l d |1 A __211d |1 d
= r(drr)(r(|u>+rdr|u>)) L r(drr)(r|u>+dr|u>)

2
:_hzli |u>+ri|u> :_hzl i|u>+i|u>+rd—|u>
rdr dr ridr dr dr2
2 2
__hzl 2i|u>+rd—|u> :_hzl d_r |1/l>
r\{ dr d r\ dr?

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 145/194


http://fred.elie.free.fr/

L'équation de Schrodinger est alors :

B 1| d |, #* 1+

Hl|u>= 3y drzr 2 +Vﬂs(r) lu>=e |u> (232)
2
X S _ RS I(1+1) .
ou le potentiel équivalent est : Veq__2M—,,2 +les(r) ,0ou :

2
VﬂJH:VJH+VJHQS@+H—M+%¢30ﬂjg+n—ﬂhl%s@+U) (233)
L'équation (232) se raméne a résoudre I'équation différentielle de la fonction radiale ®(r) :

BG W SAG0)
2M r\ 4,2 2M 2

+Vﬂs(r) ®(r)=e ®(r) (232bis)

Le cas du deuton placé dans un potentiel central radial est donc celui ou V_,-,S(”>=V1 (r) , donc ou le
B I(1+1)

oM 2

potentiel central ne varie pas en fonction du triplet (j,/,s). La quantité est appelée

composante centrifuge.
Dans le cas général, ® est paramétré par (j,/,s), et on notera (D_,-IS<”> puisque Veq: Veq(”,j: )

Les fonctions propres communes |u > = |nj/ms > sont orthogonales :

*

<njlms|njl’m’s>:f Y

o0
3 * 2
Jjims\FVY i) d ’fq’jzs(r)q’ﬂ's(r)r dr
0

Or les harmoniques sphériques Yj sont orthonormales :

/ms
* 3
ijlms(r)le’m's(r)d r_éll’émm’

o0

2 2
f|<1>ﬂs(r)| rfdr=1 (234)
0

donc:

De plus, p, doit étre un opérateur hermitique : <”|pr| u '>:<u’|p:|u> avec p::pr , Ce qui est

vérifié si et seulement si :
lim 7|u(r)>=0

0 (234bis)

Pour une particule libre, les potentiels sont nuls, (232) se simplifie alors en :

BGR SA)
DM r\ g2 | 2M 2

u(r)>=¢, |u(r)> (235)

Avec le changement de variable : v(r) = rlu(r) >, (235) devient :

3 ) 2M8n
v(r)=0 avec K°= > (236)
hi

dr2 r2

[d_z 1(+1), 2
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Pour I'état fondamental du moment orbital 7 = 0, (236) devient :

d2
—2v(r)+K2v(r)=O
dr

de solution v(r)=AsinK r+BcosK r . De la condition v =0 pour r = 0 il vient B = 0, soit :
v(r)=AsinK r

De la condition de normalisation (234) on déduit A=+2/n soit:

2 sinKr
|u<r>>,zo=¢ﬁ p (237)

Pour ¢ > 0 entier quelconque, par les changements de variables suivants : |u(r) > = K w(Kr) et r' = Kr,
(236) devient :

1| a®

i S 1—

1(1+1)

w=0 (238)
r d},.lz r!2

Les solutions régulieres (c'est-a-dire qui doivent vérifier (234bis)) de (238) sont des fonctions de Bessel
sphériques jé :
WZZle(I”’)

ou C est une constante, et d'aprés la définition de w, les fonctions d'onde |u > sont donc :

ulr)>=4,(Kr)

ou les fonctions de Bessel sphériques sont définies par :

K= 32 J

2Kr (Kr)

+1
2

ou J ., est la fonction de Bessel d'ordre (¢ + 1/2) ; de fagon générale une fonction de Bessel d'ordre a

est:

slel= £ (5] s

t—1 —x
x e “dt oux>0.

ou I est la fonction d'Euler de 2iéme espéce : F(t)

o =8

Finalement : —_—
L _ T
|u(r)>—|n] ZmS>—A\/2KrJl+l(Kr)lems(e’(p) (239)

13 — Autre exemple de moment cinétique : isospin ou spin isotopique

Dans le deuton (§ 12) le proton p et le neutron n ont chacun un état de spin individuel ; pour éviter toute
confusion avec les matrices de Pauli on utilise les indices (n,p) et non (1,2) pour désigner le neutron et le
proton, doncona:

|S o >:|n>:| >
non

N —

1 1
+—> >= >=|= +
*5 et |sp0p |p |2 +

| —
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Mais ils ne peuvent pas avoir le méme spin (principe d'exclusion de Pauli) : 0n¢0p ; si o, = 1/2 alors
O, = -112, si o, = -1/2 alors O, = 1/2 et réciproquement.

En physique nucléaire il est d'usage de considérer le proton et le neutron comme une méme particule — le
nucléon — placée dans 2 états de spin possibles : I'état neutron et I'état proton.

On distingue I'état proton |p > et I'état neutron |n > par une variable dynamique supplémentaire qui peut
prendre 2 valeurs possibles : le nombre de charges électriques Q.

Le passage d'un état a l'autre du nucléon est noté par les opérateurs :

rp|n>=| p>=((1)) . passage neutron — proton
_ —|0
T, |p>=[n>= || +passage proton — neutron
ces deux états étant les seuls possibles pour le nucléon, les opérateurs vérifient les conditions :
rp|p>=0 et T |n>=0

Comme <p|p>:<p|‘cp|n>=<n|’c;|p> et <n|n>=<n|t |p> et de <n|n>=<p|p> on

cherche % et 1 telsque: < =1~ .On trouve alors :
n p

T = 01 et T = 00
p 10 O n\1 0
L'espace du nombre de charges du nucléon est de dimension 2, tout comme I'espace de spin. Dans cet
espace un vecteur |x > se décompose sur la base formeée par |p > et |n>:
|x>=a| p>+b|n>
On cherche a définir un opérateur vectoriel qui agit dans I'espace de charges de dimension 2, et qui

satisfait la propriété générale des spins donnée par les relations (201a,b,c). Soit T cet opérateur, il doit
donc vérifier :

TXT=iT
soit :
(7.7, 1=ie, T (k,mn=1,2,3)
et:
_ 1. 2_m2_ 21

les T, étant des matrices 2x2.
En remarquant que Ty = J, et t, = J_(au facteur 7 prés) vus au § 10, et en appliquant les mémes

définitions :
rp=T+:T1+zT2
rn:T_:T1 zT2
n . . 1 .
avec les mémes contraintes que pour un spin : T3=i 51 , on obtient :
T—lc (240)
2
o
ou 97 Oy est l'opérateur vectoriel défini avec les 3 matrices de Pauli, et I'on a :
o
3
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R
Tn”P_ol_(l 0)

. _ |0 —i
z(rn—rp)—oz—(i 0’) (241)

1 0
[Tp’t"]:03:(0 —1)

L'action de T sur le vecteur de I'espace de charges |x>=a|p>+b|n> donne:

o, lx> b

a
T|x>=§ O,|x>|=|—ib |p>+|ia |ln>
En particulier en prenanta=1etb =0, ainsiquea=0etb=1:
T, >—l| >
_ 1
T3|I’l>——§|n>
Les équations aux valeurs propres de T2 et T sont:
T2|x>=1(I+1)|x>
T, lx>=1;|x>
. . _ 1 1 .
ou la fonction propre est IX>—\113> avec 1—5 et 13—15 rattachés aux valeurs propres,
représentent les états d'isospin :
— proton, lorsque /5= \ >=\ll>
2 22
t I I :—l |n :|l _l
— neutron, lorsque /4 > )
Les projecteurs sur les états proton et neutron sont :
P :l+T
p 3
(242)
PHZE—T3
Ce sont bien des projecteurs puisque sz =P, et P.2=P, ;eneffet:
1 2 1 1 1.1 1 21 1_1
P2=(S4T,) =(5+T,) (54T )=+ T+ T +Ti=—+T +=—+T, =P,
p(z 3)(2 3)(2)42 2 4342

1
puisque T§=— ; de méme pour P 2.

4
L'action de Pp etde P sur [x > est bien la projection respectivement sur [p > et sur [n > :
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P |x>=(34T ) (a| p>+bln>)=Za| p>+3 bln>+aT | p>+bT;|n>

Z%a\p>+%b|n>+%a\p>—%b|n>=a|p>

de méme pour P_|x >.
On associe a la charge du nucléon Q l'opérateur de Gell-Mann et Nishijima :

Q:ePp:e(%+ T,) (243)

ou (e) est la charge élémentaire.
Le formalisme du spin isotopique, ou isospin, dans le traitement de la dynamique des nucléons est utile
lorsque la charge ne se conserve pas, comme c'est le cas dans la radioactivité B. En effet, on peut
montrer que, dans l'espace du nombre de charge, I'hamiltonien H d'un ensemble de Z protons et N
neutrons, N+Z nucléons, est indépendant de la charge si et seulement si I'hamiltonien est invariant par
rotation dans I'espace des charges :

[H, T]=0

ce qui équivaut au fait avéré que les interactions nucléaires sont pratiquement indépendantes de la
charge des nucléons.

14 — Autre exemple de moment cinétique : isospin des leptons et des quarks

Les nucléons — neutrons et protons — ne sont pas des particules ponctuelles. lls sont constitués de 3
quarks, qui sont des fermions de spin intrinséque :

1
SQ_zth
ou o, est un vecteur équivalent a celui formé des matrices de Pauli, tel que les valeurs propres de SQ
soient -1/2 ou +1/2 (en unité %) ; ou dit plus brievement :

_1 ,
SQ— 5 ou«spin 1/2 »

Il y a deux types de quark :

2
— quark (u) (« up ») de charge fractionnaire Ee ;

1
— quark (d) (« down ») de charge fractionnaire — 56

qui interagissent par l'interaction nucléaire forte.
Constitution des nucléons :
— proton (p) = (uud), charge = 2/3 + 2/3-1/3 =1
— neutron (n) = (ddu), charge =-1/3-1/3+2/3=0
Les électrons (e") et les neutrinos (v,) sont aussi des fermions de spin 1/2. Charge de I'électron = -1,
charge du neutrino = 0.
Des doublets (électron-neutrino) et (quark u-quark d) sont formés. Comme pour les nucléons, vus au § 13

(relation (240)), chacun de ces doublets peut étre décrit comme I'union de deux particules identiques dans
des états d'isospin et de charge différents :

T:—oD

Pour le doublet (e7,v,) la particule est dans I'état :
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) _ 1 11
— électron, lorsque ;= 5 le >—|§ -5>
. _ ) 11
— neutrino, lorsque 13—5 : |V6>—|§ §>
avec /5 valeur propre de T, et ou |x>:|ll3> : T3|x>:I3|x> .
Pour le doublet (u,d) la particule est dans I'état :
1 1 1
_ [ == - d>=|= -=—>
quark d, lorsque  /3=—— | 15 -3
— quarku, lorsque /3=7 )
d'ou le tableau :
doublet spin S charge (e) isospin T I3
. 0=-1 ;o1
(&) s=1 r=1 b2
e,V =— =—
e Ve 2 Q:O 2 J :l
32
u 2 1
=_ ] ==
1 0 3 1 32
(u,d) S== ==
d 2 Q:— l 2 . =— l
3 3 2

Les nucléons (neutron et proton) sont des baryons (masse au repos élevée) : on les caractérise par un
nombre quantique interne, le nombre baryonique B = 1.

Comme ils sont constitués de 3 quarks, le nombre baryonique de chaque quark est B = 1/3.

L'électron et le neutrino sont des leptons (masse au repos trés faible) : on les caractérise par un autre
nombre quantique interne, le nombre leptonique L = 1, et pour eux ona B = 0.

La projection de I'état du doublet sur I'état porteur de charge est :

_ B—L
PQ_T3+
ou l'indice Q désigne €, Ve d ou u. En effet :
— dans le doublet (e7,v,) :
B—L B—-L 1,1 I 1
P =T+ =l +——=——+—(0-1)=—=—=—=—1=
() 3 3772 30 ="3"3 0(e)
_r yBL_,  B-L 1 L o1 1,
P, =Ty = =0+ (0 1)_2 2_0_Q(ve)
— dans le doublet (u,d) :
_p Bl 1 11 2
Pu=lt =5 =3%5(370=5=0l)
B—L 1, 1,1 1
P, =1+ =— —+—(=—-0)=—>=0(d
(d)773" 2 22(3)3Q()

La relation de Gell-Mann et Nishijima donne, dans le cas des doublets concernés par les interactions
nucléaires faibles, I'opérateur de charge du doublet :

Q:e(13+B;L) (244)

Le nombre Y = B — L est I'hypercharge de la particule.
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Remarque : Les nombres baryonique et leptonique d'une anti-particule sont de signe opposé de celui de
la particule. Par exemple, I'anti-quark d a pour nombre baryonique B = -1/3. Comme un méson est un
doublet de quark et d'anti-quark, son B vaut B(q)+B(g)=B -B=0 .

Comment ¢a, Photon ?
J'ai un B nul, moi ??

Ne te vexe pas, Méson !
L'important est d'avoir un L

15 — Moment magnétique des leptons chargés

On a vu au § 10 qu'en présence d'un champ magnétique B et d'un champ électrique de potentiel ®,

I'hamiltonien d'un électron, ou d'un lepton, de masse m, est: H:§—+e¢> avec P:p—gA ou
m

B=V X A | A étant le potentiel vecteur du champ magnétique, et ou, d'aprés (210) :

P’=(0.P)*+rlc.B
C

1
Le moment magnétique est : MS:2MB% ou le spin est Szzhc , donc: MS:MBU , Mg étant

L
le magnéton de Bohr (192b) : 1, = ;mc

L'hamiltonien d'une particule a spin 1/2 de type lepton, en présence d'un champ magnétique et d'un
champ électrique, ou hamiltonien de Pauli, est donc :

_ 1 2
H—m(o.P) +H1,0.B+e®  (245)

1 1
Les états de spin sont |§0> avec OZiE ; les fonctions propres de I'hamiltonien (245) se

décomposent sur ces états selon :

11>+ I 1

R
uz=2 sulyolzor=u iy g >l

o

U,

elles sont alors représentées comme vecteurs de I'espace 2D de spin : |u >:( 5 ) ou les composantes

11 I 1
sont : u+=<u|§§> et u_:<u|5 -5> ; elles correspondent aux amplitudes de probabilité de

mesurer la particule dans I'un ou l'autre état de spin, elles vérifient la condition de normalisation :

J(lu P+uP)d?r=1
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Soit Q le nombre de charge du lepton, tel que défini en (244) ; alors son moment magnétique intrinséque,
dd au spin, ou moment magnétique de Dirac, est :

_ _Qen
MD_QMB_ch

Pour une particule non ponctuelle, c'est-a-dire formée de constituants internes, comme par exemple un
nucléon, cette égalité n'est pas vérifiée.

On considére que I'électron et le muon, par exemple, qui sont des leptons, sont des particules ponctuelles
puisque l'expérience montre que leurs moments magnétiques intrinséques sont pratiquement égaux au
moment magnétique de Dirac :

— électron : m, = 9,1093897.103" kg ;
moment magnétique intrinséque mesuré y_ = 1,001159652193 py, a 107" pres ;

- muon:m, = 1,8835327.1028 kg ;
moment magnétique ; moment magnétique intrinséque mesuré My, = 1,001165923 Mpy, a +8.10°10
prés.

16 — Moment magnétique des nucléons

L'expérience a montré, en revanche, que les nucléons, proton et neutron, ne vérifient pas I'egalite p = up

et donc sont constitués de particules : les quarks (Gell-Mann et Zweig, 1974) :
Si les nucléons étaient ponctuels, on aurait :

— pour le proton: Q = 1 et Wp=Wwy =eh/Zm c ou m, = 1,672623.1027 kg (soit 938,27231
MeV/c?) est la masse du proton ;
— pourle neutron: Q=0et Wp=u, =0 oum_ =1,674928.10"%" kg (soit 939,56563 MeV/c?) est

la masse du neutron.
Or I'expérience donne :

M, = (2,79284739 £ 6,3.10°®) g,
W, = (-1,9130427 + 5.108) g

Remarque : On a vu au § 14 qu'il existe deux types de quarks constitutifs des nucléons, avec (p) = (uud)
et (n) = (ddu). Il existe en fait 6 quarks, les d et u étant ceux de premiére génération (tableau ci-apres) :

quark Q(e) génération (masse croissante) Masse (MeV/cz)
d (down) -1/3 4<m,<8
u (up) 2/3 1 1,5<m, <4
s (strange) -1/3 80 <mg <130
¢ (charm) 2/3 2 1150 < m, < 1350
b (bottom) -1/3 4 <m, <4600
t (top) 2/3 ° m, = (174+5).10°

A chaque quark correspond un anti-quark de méme masse et de charge opposée. Dans le modéle
standard le quark t est la particule élémentaire de plus grande masse.

La liaison des nucléons dans le noyau atomique résulte d'interactions entre leurs quarks constitutifs,
appelées force de couleur (ou interaction forte). Les quanta de la force sont les gluons, bosons de spin
1, sans masse au repos (comme les photons qui sont les bosons de l'interaction électromagnétique) (voir
références [16], [17]). Il existe 3 couleurs : rouge (r), vert (g), jaune (y); chaque quark posséde une
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couleur. Une conséquence de l'interaction forte est que les quarks ne sont pas observables a I'état libre.
Les seules particules libres sont non colorées (ou « blanches »), c'est-a-dire mélange de 3 couleurs
différentes ; les autres particules sont toujours a I'état confinés, et en ce qui concerne (u) et (d), ils sont

confinés dans les nucléons sur une distance de 10°'® m. Dans le nucléon linteraction forte entre deux
quarks (q) posséde un potentiel proportionnel a leur distance et indépendant de la charge :

V(r)=Br (B>0)
et l'interaction forte entre un quark (q) et un anti-quark ( g ) est:
V(r)=2V(r)=2Br

Il s'ensuit qu'un diquark (qgq) se comporte comme un antiquark ( g ), ce qui a été vérifié
expérimentalement. Il a été montré que dans un nucléon, formé de 3 quarks de moment orbital total L =0
(¢ = 0) un diquark (949,) = (q),, est forme, le 3e quark (q,) restant indépendant. Le potentiel d'interaction

entre le diquark (q),,, qui se comporte comme un anti-quark, et le quark q3 est donne par Badhuri et al :

3 r. . 2y exp(—r. .Ir,)
y=—10 > B.B. WL pe T U %5 .0,
3 = vl

2 m.m . 2 i
ij R i T,
>

ou les Bi , Bj sont les couleurs, o, O les spins, r i les distances entre le quark q; et le quark q;, m;, m;

leurs masses. Lorsque les quarks s'éloignent, r ij =t V tend alors vers les termes en r ij/R2 — D donc
l'interaction devient attractive et croit avec les r i = DR? ou elle s'annule, donc DR? est le rayon de
confinement maximal. Valeurs :

W = 102,67 MeV.fm , D = 913,5 MeV , R = 0,0326 (MeV-! fm)"2, 1, = 112,2 fm , ot 1 fm (femtometre) =
101 m, 1 MeV = 108 x 1,6.10°1° J, ce qui donne :

DR? = 913,5 x 0,03262 fm = 0,971 fm = 10"'5 m qui est la portée de l'interaction forte.

Les quarks (u) et (d) ont pratiquement la méme masse qui, elle-méme, est pratiquement le 1/3 de la
masse du nucléon, puisque celui-ci est constitué de 3 quarks :

m, =my=m/3=m /3 =336 MeV/c? = 6.102% kg

u

Leurs moments de Dirac individuels sont :

" :Queh:% eh oY
" Du 2m c 32mc o

_%ah_ 1 _en N
" pa 2m,c 32myc :

N__eh , A . .
ou Up “2m ¢ est le magnéton nucléaire. A partir de ces données, quel est le moment magnétique
p

d'un nucléon ? On serait tenté d'écrire qu'il est W=M;HUy*Us gjle nucléon est composé des quarks
(94), (d5), (a3). Ce n'est pas le cas. Il faut utiliser le resultat suivant :

m Proposition : Le moment magnétique u d'un nucléon (plus généralement d'un baryon) de spin
1/2, constitué de 3 quarks (q,), (9,), (d3), dont deux d'entre eux forment un diquark (q),, de spin

812 =1, estégal a: (246)

_2( + ) 1
M—ng M2_§
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Ce résultat (246) se démontre en utilisant le théoréme de Wigner-Eckart concernant les éléments de
matrice réduits (EMR) d'un produit tensoriel d'opérateurs tensoriels irréductibles (OTI), dont la définition
fait intervenir les transformations par rotation du systéme de coordonnées donc les commutations avec

l'opérateur moment cinétique.
Les OTI et le théoreme de Wigner-Eckart font I'objet du § 17. On admet (246) ici, que I'on applique au

nucléon selon qu'il s'agisse du proton ou du neutron.
Soit § = §, + S, + 85 le spin total du nucléon, le diquark (q),, a pour spin §,, =8, +8,, ou §,, S,, S,

sont les spins des quarks 1, 2, 3 (figure 43).
- SiS,,=0alors S =S8, donc p =y,

— Si§,, =1 alors on a (246).

(9)4, diquark

S
Si aq 5
A

Nucléon
(S)

figure 43 : nucléon et ses 3 quarks

» cas du proton (p) = (uud) :

On a les confinements possibles a priori suivants :

diquark (q),, = (ud) avec S, =0 et (q3) = (u) :
. _. _~A. N
W, =Hy=1, =20y

— diquark (q),, = (ud) avec S, =1 et (q3) = (u) :

2 11 2 2N 2N
up—g(uumd) TR T FWATH T TR - FHp =0

— diquark (q),, = (uu) avec S, = 0 et (q3) = (d) :

1 4 1 8 1
)-u,=7u =(§+§)Mg=3ug

Seule cette derniére relation correspond pratiquement a la valeur obtenue expérimentalement My

vue plus haut. Le proton est donc constitué d'un diquark (uu) de spin 1 et d'un quark (d) de spin
1/2.

» cas du neutron (n) = (ddu) :
Seul le cas diquark (q),, = (dd) de spin 1 et quark (q;) = (u) de spin 1/2 correspond a la valeur

expeérimentale y vue plus haut : Mn:—zug . Bien que de charge neutre, le neutron interagit avec un
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champ magnétique par son moment magnétique intrinséque, lequel est relativement élevé.

17 - Moments cinétiques et tenseurs irréductibles, application au moment magnétique des
baryons

m Définition : Sous-espaces irréductibles

On a vu en (82) que tout opérateur de rotation s'exprime avec les composantes J, ou Jy, et J, du moment
cinétique total J :

. JZ . Jy . JZ
Rfa, B, y)=exp(—ia—=)exp(—if—*)exp(—iy—)

et que: [12’ R]=0 - Les (2j+1) fonctions propres communes de J? et J_, [njm > engendrent un espace
Hnj. Les vecteurs de Hnj se transforment les uns des autres par rotation : on dit que Hnj est un espace

invariant par rotation.
Pour toute fonction d'onde, ou vecteur, |u > de Hnj, on associe I'espace formé des vecteurs R|u > obtenus

par rotation sur [u > : cet espace engendre H,;, ses vecteurs forment une base de Hnj. D'ou la définition :

Un espace Hnj engendré par les transformations par rotation de I'un de ses vecteurs |u > quelconque est
dit espace irréductible par rapport aux rotations.

A linverse, s'il existait un vecteur |v > de Hnj dont I'ensemble des vecteurs transformés par rotation R|v >
engendre seulement une partie de Hnj, alors Hnj serait dit réductible par rapport aux rotations.

m Proposition : Un espace Hnj irréductible par rapport aux rotations est engendré par l'action de

J, ou de J_sur ses vecteurs. 247)

Preuve de (247) -
Une rotation infinitésimale s'exprime, comme on I'a vu, par :

R(a):1—i%J.U

soit J.U:—i%(l—R(s)) dou J =—iT-(1-R (¢)) et J

o h o
. . ——l?(l—Ry(S)) etJ+—JX+|Jyet

y
J=J - in donnent :

h s
J+|u>:?(l—l+lRx(s)—Ry(e))]u>
J_|u>:ﬁ8(—1—i+in(s)+Ry<e>>| u>
Soit E(R|u >) le sous-espace engendreé par les vecteurs R|u >. Chaque vecteur de J |u > et J |u>:1|u >,
iju>, R (e)u>, Ry(s)|u > est élément de E(R|u >) donc J_|u > et J,|u > sont aussi éléments de E(R|u >).

Or pour tout vecteur |u > de Hnj :

u>= Y <jmlu>|jm>
—Jj<m=<j

Soit m' la plus petite valeur de m telle que <jm'|u> # 0. On applique J_, (178) donne :

J+|u>zz<jm|u>J+‘jm>:Z <]m|u>7xm|] m+1>

m m
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ou A, est donne par (179). En appliquant I'opération (j-m') fois on obtient :

Ji_m |u>=ij,|j m!+(j_mr)>:ij,|jj>
J+J'm'|u > est élement de E(R|u >) puisque J_|u > l'est aussi. Alors |j j > est aussi vecteur de E(R|u >). Or
tous les vecteurs de Hnj s'obtiennent par application itérative de J_, comme indiqué au § 7, donc sont
aussi éléments de E(R|u >). Il s'ensuit que E(R|u >) = H_., c'est-a-dire que Hnj est irréductible par rapport

j
aux rotations.
CQFD de (247).

Comme vu au § 7, les sous-espaces Hnj sont orthogonaux entre eux pour n variable, et d'aprés (247) ils
sont irréductibles par rapport aux rotations. Dans la représentation standard construite sur la base de
représentation des états quantiques a partir des vecteurs propres de {J2, J_}, les composantes du moment

cinétique total J sont indépendantes des états quantiques représentés par (n) (hamiltonien, par exemple),

selon les relations (185). Suite & la commutation de R et de J2, il en est de méme pour la représentation
de R dans chaque Hnj par une matrice également de (2j+1) dimensions, dont les éléments sont aussi

indépendants de (n) :

(RY, (apy)=<njm|R(aBy)/njm'>

) —iaJ In —ifJ Ih —iyJ Ik
=<njmle e Ye

(248)
lnjm'>

(248) décrit les matrices de rotation avec la représentation standard {J?, J_} dans un sous-espace Hmj .
Quelques propriétés des matrices de rotation :

) A un ensemble d'angles d'Euler (a,B,y) correspond une seule matrice (R) j(0(,[3,y).
e A une rotation R correspond :

— une seule matrice (R)(a,B,y)si JEN
— 2 matrices opposées (R)J et [(R) ]! si j est demi-entier

e Soit la matrice d'élément ()] (B) :
(Y (B=<mle
mm
alors :

> () . (B)estréel.
> () (B)=(r)], (=B)=(=1)""""(r)) _ .(B)
> (RY (aBy)=(exp—iam)(r)! .(B)(exp—iym’)
e Rotation inverse : ' .
(R 1 (apy)=(R) (—y.—B.—a)
(attention a 'ordre des angles !)
e Déterminant :  det(R)/=1
e Rotation infinitésimale : R(€>:1_i%J-U

e Rotation finie : R(G):exp(—i%J.U)

e Uniformité : Rj(2fc)=exp(—i2h—n.].U)Z(—l)zj

e Calcul des éléments de matrice (R)’ mm Par la formule de Wigner : posant C = cos /2, S = sin p/2 :

-t AT ot
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ou la sommation porte sur toutes les valeurs entiéres de k pour lesquelles les arguments des factoriels
sont = 0. Le nombre de termes de cette somme est N+1 ouN=min{j—m, j+ m, j—m', j + m'}. La matrice
compléte s'obtient ensuite par la relation vue plus haut :

(R, (0B y)=(exp—icum)(r)),,.(B)(exp—iym’)

Les sous-espaces Hnj ont chacun une base composée de (2j+1) vecteurs |njm >. Ces vecteurs se
transforment par une rotation R(q,,y) selon :

R(aﬁy>|njm>=2|njm'><R>f (apy)

m'm
m

ou (R) ! mm(@,B,y) sont donnés par (248). Réciproquement, si (2j+1) vecteurs |u_ > de Hnj (avec -j =m <j)
se transforment par une rotation selon :

R(apy)lu,>=2 |u, >R}, (0BY)

m'm
alors ils sont vecteurs propres de J?2 et J:
=0, > et S fu, > =mhlu, >

et se déduisent les uns des autres par les récurrences (182) :

J+|um>=7\m|u

J _|u,>=n

>
m+1

m—1 |um—1>
ou A, est donne par (179).

m Définition : opérateur scalaire :
Un opérateur As est scalaire si et seulement s'il est invariant par rotation R, donc d'aprés (80), s'il

commute avec R :
[AS ,R]=0

_{_E e
Or toute rotation est le produit des rotations infinitésimales :  R(&)=1-1 77U . La condition ci-dessus

devient alors :
[(J.U),4]1=0 (249)

qui équivaut a (91b)

Remarque : Pour une rotation infinitésimale, on a le droit d'écrire au premier ordre en € que la rotation est
le produit des composantes de rotation autour de Ox, Oy, Oz :

~ ~l—j &
R(e) ~R (e Ux)Ry(e Uy)RZ(s U,) ~1-i - (Uxe+Uny+UZJZ)

ot U = (U,, U, U,) est le vecteur unitaire de rotation, et Rk(ﬁ)—l—i%(-]k Uk) k =x, Y, z. Mais,

attention : I'égalité ci-dessus n'est pas vraie en rotation finie.

m Définition : opérateur vectoriel :
Un opérateur A, est vectoriel si et seulement s'il se transforme par rotation comme un vecteur :
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A' =RA_R

\4 v

et pour les mémes raisons que ci-dessus, cette condition se traduit avec la rotation infinitésimale par :
P +
A V—R(S)AVR (e)
Soit un vecteur unitaire v et A .v la projection de A, sur lui. Alors de I'expression de R(e) il vient :
/ _ +_ . &
A' 2v=R(e)4 .vR(e) =4 .v—i P [(U.J),(4,.v)]

Or pour un vecteur, une rotation infinitésimale d'angle € autour de U se traduit, pour sa composante A’ .v

surv par:
A' v ~A4_.[v+e(Uxv)]
v \'%

d'oul I'égalité : AV'[V+8<UXv)]:AV'v_iih[(U'J)’(AV'v)] donc :
[(U.J),(4,.v)]=ir4 . (UXv) (250)

(249) et (250) conduisent alors a la proposition suivante sur le moment cinétique total :

m Proposition : Moment cinétique total :

Soit un systeme dont les observables (opérateurs) forment une suite d'opérateurs scalaires A_
et d'opérateurs vectoriels A, q Alors J est le moment cinétique total de ce systéme si et

seulement si :
a) J est un opérateur vectoriel (251)
b) ses composantes (J.U) = (J,, Jy, J,) commutent avec tous les opérateurs scalaires A, | (249) :

[(J.U),4,1=0 pour tout k
c) ses composantes vérifient avec les composantes des A, q les relations de commutation (250) :
[(U.J),(Avq.v)]:ihAvq.(UXv)

Remarque : Par définition, un opérateur moment cinétique vérifie les relations de commutation (168) et
(169) :
IxJ=ihJ et [J? J]=0

Mais l'une de ses composantes qu ne vérifie pas (250) alors il n'est pas un moment cinétique total du
systéme. Cette situation se rencontre pour un systéme constitué de N particules dont chaque moment
cinétique satisfait (250) mais dont un opérateur égal a la somme de certains d'entre eux ne le satisfait
pas.

Comme une rotation finie R(a,B,y) est le produit de rotations infinitésimales, la condition suffisante pour
qu'une fonction d'onde |u > soit invariante par rotation, R|u > = |u >, est qu'elle soit invariante par J :

R(8)|u>:(1—iihl.U)|u>:|u> si VU€R3,(J.U)|M>=0

c'est-a-dire I'application a |u > d'une composante quelconque du moment cinétique total donne zéro :

J|u>=0
ou encore la condition suffisante : 2|u >=(
D'ou la proposition suivante :
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m Proposition : invariance par rotation d'une fonction d'onde :
Une condition suffisante pour qu'une fonction d'onde |u > soit invariante par rotation est qu'elle

appartienne au noyau de J2, J étant le moment cinétique total :
2 —
J“|lu>=0

(252)

Remarque : cas ou l'opérateur scalaire est I'hamiltonien ; dégénérescence de rotation :

L'hamiltonien H est un opérateur scalaire, on a donc d'aprés (249) : [J,H] = 0 et de maniére équivalente :
[R,H] = 0, ou R est une rotation quelconque. On en déduit que I'équation de Schrédinger est invariante

par rotation :

)
Hlu>=ih—|u>
|lu>=i 8t|u

Si |u > est solution, alors |u' > = R|u > est aussi solution ; en effet, puisque HR = RH, il vient :

, .y .y, O
>= >= >= — >= —_ >= — >
H|lu'>=HR|u>=RH|u R(zhatﬂu (zhat)R|u lhat]u

Il s'ensuit que le sous-espace associé a chaque valeur propre de H est invariant par rotation, et que :
[J2,H] =0, [J,H] = 0. Par conséquent les fonctions propres de H font partie de I'ensemble des fonctions
propres communes de J? et J_, tandis que les valeurs propres de H sont indépendantes des (2j+1)
valeurs propres de J,. Pour une valeur propre de J2 fixée, donc pour j fixé, il correspond des séries de
(2j+1) fonctions propres des sous-espaces Hnj.

Pour une valeur propre de H fixée, donc pour n fixé, les vecteurs d'un méme espace Hnj, [njm > se
déduisent les uns des autres par les relations de récurrence (178) par application de J, ou J_, Hnj étant

alors un sous-espace invariant irréductible par rapport aux rotations. Le fait que pour chaque n il y ait des
séries de sous-espaces Hnj engendrés par (2j+1) vecteurs propres |njm > signifie que pour une valeur

propre de H il existe plusieurs vecteurs propres qui se déduisent les uns des autres par rotation : c'est la
dégénérescence de rotation.

La définition d'opérateur tensoriel généralise celle d'opérateur vectoriel. Rappelons d'abord la définition
d'un tenseur.

m Définition : Tenseur :

Dans un espace E,  de dimension N, les vecteurs sont des tenseurs a N composantes si et seulement s'ils

se transforment les uns les autres par rotation.
Rappel : a chaque rotation est associé un opérateur linéaire agissant dans E,, comme c'est le cas pour

les opérateurs moment cinétique.
m Exemples de tenseurs

e Les spineurs sont des tenseurs d'ordre 2.
e Les vecteurs de E3 = R3 de méme norme sont des tenseurs d'ordre 3.

e Les vecteurs ou fonctions d'onde |u > d'un espace de Hilbert, décrivant un systéme quantique, qui se
transforment par rotation, sont des tenseurs d'ordre infini.

e Les vecteurs ou fonctions d'onde |njm > d'un espace Hnj, engendrés par les fonctions propres de J? et
J_, communes a celles de l'opérateur de valeurs propres représentées par (n) (par exemple I'namiltonien)
sont des tenseurs a (2j+1) composantes : dim Hnj = 2j+1.

e Produit tensoriel de deux vecteurs U, V de E = R3 chacun représenté dans une base par 3
composantes U = (U;,U,,Us), V =(V,,V,,V,) : C'est le tenseur 3x3 a 9 composantes :

(U® V), =(UV) (i,j=123)
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Dans une base de E,; une rotation est représentée par une matrice NxN. Par exemple pour |u > de Hnj qui
se décompose sur la base |[njm > selon les coordonnées u, = <njm|u > :

lu>= Z <njm|u>|njm>=2 um|njm>
—j<m<j m

La rotation R(a,[3,y) donne le vecteur de Hnj :
' — — ' : ro— J
u'>=R(apy)lu>=2u W MIM> oy u m_z (R) (B Y)u,, . les éléments de la matrice de
m m
rotation (R)j mm(0,B,Y) sont donnés par (248) dans la représentation standard {J2 J_}
L'effet des rotations sur le produit tensoriel est le suivant : soit U' = R(a,3,y)U et V' = R(a,3,y)V, alors :

(U ® V') = (UV) avec U;= (R), Uy et V= (R)V, otijkp=12,..N

comme, selon la convention d'Einstein, on somme sur les indices qui se répétent, les éléments d'indices
différents peuvent commuter, ce qui donne :

u e V')ij = ((R) Yy (R)

jpvp) = (R)ik(R)ijkV

P
on a ainsi :

o), =(R), (R, (UeV),, (@51
m Définition : tenseur irréductible :

Un tenseur est irréductible si et seulement si I'espace E sur lequel il est défini est irréductible par rapport
aux rotations.

m Exemples de tenseurs irréductibles :

e Vecteurs de E = R3 de norme invariante.
e Spineurs.
e Vecteurs |njm > de Hnj.

Comme vu au § 11, le sous-espace Hnj engendré par les vecteurs |nj,m,j,m, > = [nj,m, >|nj,m, > est la
somme des produits tensoriels des espaces Hnj1 et Hnj2 engendreés par les (2j,+1) vecteurs |nj,m, > (avec
-j =m, <j,) et les (2j,+1) vecteurs |nj,m, > (avec -j, <m, <j,). On a donc ici :

dim Hnj = (2j4+1)(2j,+1)
Les vecteurs de Hnj sont des tenseurs a (2j,+1)(2j,+1) composantes. Par contre, ce ne sont pas des

tenseurs irréductibles. lls sont projetables sur des sous-espaces constitués de tenseurs irréductibles
comme le montre le théoréme fondamental d'addition (216).

m Définition : Opérateur tensoriel irréductible (OT]) :

N opérateurs sont les composantes d'un opérateur tensoriel a N dimensions si et seulement si, par une
rotation, ils se transforment lineéairement comme N vecteurs linéairement indépendants d'un espace E,.

Ces transformations des composantes de I'opérateur tensoriel donnent les composantes de ce méme
operateur dans une autre représentation (une autre base de E).

L'opérateur tensoriel est irréductible si et seulement si Ey est irréductible par rapport aux rotations.
Remarque :

Le produit tensoriel de deux opérateurs vectoriels U et V, U ® V, de composantes (U ® V), i = (UiVJ.) est
un opérateur tensoriel non irréductible bien que U et V le soient.
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Un opérateur T, est un OTI d'ordre k si et seulement si ses N = 2k+1 composantes standard T, b (avec:
-k < p < k) se transforment par rotation du systéme de coordonnées comme combinaison linéaire de ces
composantes :
RT, R'=>.T, .R
k,p™ T4k pTkp'p  (255)
p

ouR1T=R".
(255) est la méme loi de transformation que celle d'une base |kp > d'une représentation standard d'un
espace Ey a N = 2k+1 dimensions, irréductible par rapport aux rotations :

R|kp>:Z|kp'>Rkp,

; p
p

Une condition suffisante pour que (255) soit vérifiée est qu'elle le soit pour une rotation infinitésimale ;

dans ce cas les éléments de matrice Rkp.p deviennent :

R, , :<kp'|RU(s)|kp>:<kp'|1—i%JU|kp>:6pp,—i£<kp'|JU|kp>

kp'p /]

ou J, =J.U . En remplagant dans (255) :

(I—I%JU)Tk 1+z£J :Z pp—l—<kp | J 1k p>)T,

p

Le développement au premier ordre en € donne :

Uy T J=E <k 21 g 1kp>Ty 0 asg)
p

Si I'on identifie I'axe de rotation U a Oz I'élément de matrice devient :

<kp’|JU|kp>=hp6pp,

puisque JZ |k p>=h plk p> oup joue ici le réle de m et k celui de j. (256) donne alors la relation de
commutation d'un OT]I :

[, Ty, 1=hpT, (257

Si I'on identifie U a Ox puis a Oy, et avec J, = J, + in et =J, - in, I'élément de matrice devient
successivement : < kp'|[J,|kp >. D'aprés (182) et (179)on a :

Jilk p>=t(k=p+1)(k Fp)lk p=1>

donc:

<k p'|J«|k p>=h(k=p+1)(k Fp)0,0

que I'on remplace dans (256) :

[+, Ty =0V (kxp+1)(k Fp)T) .y
:h\/k(k+1)—p(pil)Tkpil

(258)

Les relations (257) et (258) sont les définitions des OTI de Racah.
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m Théoreme de Wigner-Eckart, représentation des OTI :
Dans les représentations d'un OTI de rang k on est amené a calculer les éléments de matrice :
: r > !
<n]m]Tk,q\n j'm'>
dans une base orthonormale :

<njmin'j'm'>=8_,8..,0
nn' " jj' Tmm

2 |njm><njm|=1
njm

m Théoréme de Wigner-Eckart :

Dans la représentation standard {J? J_} de vecteurs de base |njm > I'¢lément de matrice de la p-
ieme composante standard d'un OTl d'ordre k, T, : <njm] Tk p|” "j'm'> est égal au produit

du coefficient de Clebsch-Gordan (définition (214c)) <n'j'm'k p|njm> (dans la base
découplée) par un facteur indépendantde m, m', p : (259)

<njm|T, p|n'j'm'>: <n'j'm'kp|lnjm><nj|T |n'j">

V2 j+1

<nj|T,In"j"'> estl'élément de matrice réduit (EMR) de I'opérateur tensoriel d'ordre k, T,.
En utilisant le symbole « 3jm » de Wigner (222), (259) s'écrit encore :

<nmiT, o = T TE T T

ou la correspondance des indices dans (222) est: j, —]', m; —»m',j, -k, m, —p.

Preuve de (259) :

Soient les (2k+1)(2]'+1) vecteurs T, ID|n'j'm' >(ou-k<p<ket-'<m'<j)etleurs combinaisons linéaires :

|n“j“m((>: z Tk p’nijlm!><j!mlkp|j“m“>

m', p
Or on a vu en (223bis) que les coefficients CG vérifient les relations d'orthogonalité :

2 Shymydymyljm><jimy jymy|jim'>=8 8,

1”"2‘ ‘ ‘ o (260)
Z <Jymydymylim=<jym jym | jm==0, L O e

jom

m

qui, appliquées a la relation précédente sur |n"j"'m" >, donnent :

Tk pln!j!m!>: Z |n“j“m“><j'm'kp|j“m“>
.].“,m“

En appliquant (258) il vient :
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k, p
p(P+1) el 1T "m'>+h (1) =m (m 1) T, pn' g m 1>

J.T, |n"j'm'>=[J_, k}p]|n'j'm'>+Tk)pJ+|n’j’m'>
=nVk(k+1)—
d'ou :

J+’n(ﬂ‘]'((m(€>:h Z Tk)q|nl‘]‘fm7>><

m', p
X[Vk(k+1)=p(p=1)<j'm'k p-1] j“m“>+\j ' (j +1)=m'(m'=1)<j'm'-1k p-1| j“m“>]

En utilisant les relations de récurrence des coefficients CG (221) le terme en [...] est égal a :

\/jcc(jcc+1)_mcc(mcc+l><jrmlkpljccmcc+1>

soit ;

J+|n“j“m“>=h\/j“(j“+l)—m“(m“+l)|n“j“m“+l> (2618)

Des calculs similaires donnent aussi :

J |0 j<m > =p T = m = 1) [n“ j“m“-1>  (261b)

[13 [13

Jz‘nccjccm“>:m“h|n ] m<> (261C)

Les relations (261a,b,c) montrent que les (2j"+1) vecteurs |n"| > correspondent a la méme valeur j"

donc:
a) soit tous les |n"J"m >=0
b) soit les [n"j"m" > sont des fonctions propres de J? et J,, dans ce cas :

< . [{EEE{3 C(>:
njmln“j“m 6_].jcc6mmcc

Il y a donc (2j+1) produits scalaires < njm|n"j"m" > non nuls qui sont indépendants de m.

Comme :
r ! I>_ Z (19 (13 >< ./ Ik . CC “>
plnjm— |n“j “m “><j'm"kplj“m
]{L,m“
il s'ensuit :
<n]m‘Tk p‘nljrml>: z <njm|n“j“m“><jlm!kp’j“m“>

’ j“.m

d'olr (259).

CQFD de (259).

m Corollaire : regles de sélection de I'OTI T, :

Une condition nécessaire pour que <njm|T, [n'j'm'>#0 est que soient vérifices
simultanément : (262)

p=m-m'
i-JjIsk=sj+]

m Exemples d'OTlI :
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e Opérateurs vectoriels : On a vu qu'un opérateur vectoriel A, se transforme par rotation selon :
A" =RA R"
\% \%
et donc qu'il vérifie les relations de commutation avec le moment cinétique total (251) :
[J ,A _|=—ihA
z’ Twx vy
[J,, 4, ]1=ih4
2% X
[JZ, sz] =0

Soit alors un OTl de rang k = 1, noté A : il a N = 2k+1 = 3 composantes (Akp)k=1 p=-1,01 -

A= (A4, Ayg Ay _y) puisque -k < p <k

D'aprés les relations de Racah (257), Akp vérifient :
[/, 4),]=hp 4, oup=-101

Pour p = 0 (257) donne [/, 4,,]1=0 | ce qui permet de poser que A, et A, sont proportionnels,
puisque [J,.4 1=0

AIOZ—ZOLAVZ

ou a est un coefficient qui doit vérifier certaines conditions que nous déterminerons plus loin.De (258),
pourp=0,0na:

[Js, A)g]=V204,
et compte tenude J_=J FiJ il vient:

_ .o .
Alil——z—h\/z—([Jx,sz]i—z[Jy,sz])

Les composantes [/ .4 ] et [Jy’sz] sont respectivement celles qui interviennent dans (250),

avec U = e, respectivement e etV =e,, et verifient donc :
[J_,A ]=ihd (e Xe )=—ih A

z7 X % X z vy

[Jy,Avy]ZZhAv.(eyXez)ZZhA

en remplagant dans A, ,, on obtient I'expression standard d'un opérateur vectoriel A, :

_ia .
All_\/_2_<Avx+l Avy)
Ag=—iod, (263)
_ia .
Al 1T \/_E(Avx_lAvy>

et réciproquement : la représentation cartésienne en fonction de la représentation standard :
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a2
_ 1
Avy——a—\/_(AH+A1_]) (264)
_
sz_aAIO

Les transformations (263) et (264) correspondent a un changement de bases orthogonales (e, e, e,) et

(€41, €10» €1 4) AVEC: el..e].:él.j L, j=xyz, et elm.elm,:6mm, ,m,m'=-1,0,1:
i . I
e, . =—le +ie e =——(—e,  +e
11 \/2( X y) X g ( 11 1—1)
e .=—iae 1
10 z e =———(e, +e, ) (265)
e ——i—a(e —ie) ’ o2 T
-1 \/2 x Y e :l—e
z o 10

(265) s'exprime aussi sous forme d'une matrice de changement de base :

» passage de (ej) a (e1m) : elm:<e| 1m>:§ <el|j><j| 1m>:Zj: ej<j|lm>
ou < j|1m > sont les coefficients de e, e, €, dans les relations (265), par exemple : < x|1 1>:i\%— ;
» passage de (e1m) 3 (ej) : €j:<e|j>:2 <e| 1m><1m|j>:z elm<lm|j>
m m
ou < 1mlj > sont les coefficients de e,,, e,,, €,_4 dans (265), par exemple : <1 -1|ey>:— %2_ .

Un opérateur vectoriel A, est donc décrit sur la base (ej) ou sur la base (e4,,) :

+
A=) <ellm><Im|d >=D e A
A= e A - m m
v 4"y oubien: n
j =D <A |Im><lml|e>=D e/ A

m m

m

m

De méme pour un autre opérateur vectoriel B, :

_ + _ +
B :Ze.B . BV_ZelmBlm_zelmBlm
v i J Y ou m m

En faisant le produit scalaire de AV et BV, on obtient dans l'une ou l'autre base :

<Av|Bv>:<Bv|Av>:Z <Av|j><j|Bv>:Z A,;B,=A.B,
j J

et aussi :
_ _ + _ +
<Av‘Bv>_Z<Av|lm><1m|Bv>_ZAlmBlm_ZAlmBlm
m m m

En explicitant les A, _ et B, au moyen de (263) il vient :
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<4 |B >= A /B, +A1_1B1 +Al+01310

=|of(4 B +4 B +A B )=|a|*4 .B
VX vx vy vy vz vz v v
et puisque <A |B > =A, .B , on a la condition sur a :

la?=1 (266)

Soit le produit tensoriel de deux opérateurs vectoriels A, et B, : (A, ® Bv)kp dans la représentation

standard. D'aprés (262) : |j—j'|<k<j+]', etpuisque -k <p<k,pourj=j'=1ona:
k=0,1,2 etp=0ou:p=-1,0,1,0u:p=-2,-1,0,1, 2.
De maniére générale on a:

— ' _ YA "mk

(Av®Bv)kp_ Z’<1m1m \kp>A4,,,B,,~= Z’\/2k+1(ni Tp)AlmBlm’ (267)
m,m m,m

(267) devient , pour les cas suivants :

a)k =0, p=0:le produit tensoriel est le produit scalaire :

1

(4, ® Bv)ooz\/—gAv.Bv

b)k =1, -k < p <k : le produit tensoriel est le produit vectoriel :

(4,8B,),,=V3 Z (m ’”1) 1 Bl

I 1p
o’ a
Dans le cas particulier ot p = 0 on obtient: (4 ® BV)IO: J_ —=(4 xB ) \/_§<AVXBV)10
Plus généralement pour -k < p < k , on montre :
1
(4,xB,) Z (”} ”fp) imBim  (268)

oum,m,p=-1,00u1.

c) k=2, -k<p<=<k:c'estle produit tensoriel proprement dit : les composantes de (A, ® Bv)2p sont :

1
(AV®BV)212__§<A1+1+B&1)
1
(Av®Bv)211_\/_E(AIOBlil-I-AItIBIO) (269)
_ 1
(Av®Bv>20_Tg(A11Bl—l+A1—1Bll+2AloBlo)

e Opérateur identité : il est défini par 1 |njm > = |[njm >, c'est évidemment un OTI. Il s'ensuit :

<njm|1\n'j’m’>=<njm]n'j'm'>=6nn,5jj,6mm,

mO] <nillln’ TP S 0..,0 <nmnj|lin'j'>

donc 'EMR de 1 est :
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<njll|n'j'>=V2j+18, . (270)

Rappel : pour déterminer les éléments de matrice complets a partir des EMR on utilise le théoréme de
Wigner-Eckart (259).

e Opérateur moment cinétique J,, : d'aprés (263) son expression standard est (avec a = 1) :
J10:—iJZ
L'élément de matrice de J, est :
<njm|J_|n'j'm'>=<njm|him'|n'j"'m">

par suite de I'équation aux valeurs propres de J, : JZ|n "J'm'>=fim'|n'j'm'> | donc:

<njm\JZ\n’j’m'>:hm’<njm|n’j’m’>:hm’6nn,6jj,5mm,

=<njm|=iJ,In"j'm'>=—i<njml|J ln'j 'm"'>
on applique (259) a I'élément —i<njm|J  |n'j'm">
_l-<njm‘l]10‘n¢j1ml>:_l-(n’.ll j')<nj’Jl|n!j'>
jOm'
ou J, est'OTl d'ordre k = 1 moment cinétique J,. Comme :

., mo . .,
ml j'\= L
JOom') N2 j+14j(j+1)8,

m

'EMR de JZ est:

<nj|J1|n'j'>:ih¢2j+1\/j(j+1)6nn,6jj, (271)

1
» Exemple : Si J1:§h01 est 'opérateur spin suivant Oz, on a j' = j = 1/2 rattaché a I'état propre de J2

et (271) devient :

<nsihoyntyo=tnentiontommzLdina,,

donc:
1 , 1 .
<n§|01|n 5>:l\/66nn, (272)

e Produit scalaire du moment cinetique total J avec un opérateur vectoriel A, :

Le produit scalaire (J. Av) est aussi un OTI. On a vu plus haut, dans le cas k = 0 et p = 0 du produit
tensoriel de 2 opérateurs vectoriels, que le produit scalaire s'écrit :

i(J.Av)

(J®Aﬂm:¢§
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L'EMR de (J. Av) est :

0

. oS — i+ 7“+1 i’ . [13EX 13 @ s e

<njlJ.A|n'jr>= 3 (=1)/*7F —Lﬁz. <njlJ |n“je><n“je| 4 |n" j">
n“,j“ ]+1

ou A, est la représentation standard de A, d'ordre 1 dans la base standard. On applique (271) aux EMR :

{313

<njlJ <>

<nj|J |n<j<>=in2 IV U+, 60,

0
o . P s e ERAYANAED! ij . . T @ e Y
dou: <njll.A|n'j>= 2 (SIS B2 I D, 0 e Ay 0

n“, j«
Finalement 'EMR de (J. Av) est :
<njld.A,ln'j>==inj(j+1)<njld||n"j'>8, ., (273)
m Formule de Landé et moments magnétiques des baryons :

m Proposition :
Les éléments de matrice d'un opérateur vectoriel Av s'expriment en fonction de I'opérateur
moment cinétique total J selon la formule de Landé : (274)

. A | 1 : ) . R
<n]m\A1p\n j'm >—;j(j+1><n]m]J.AV]n ]m><n]m]le|n jm'>

Preuve de (271) :

De (271)on a::

. m
1
V2 j+1Vj(j+1)8,

<njm]A1p|n’jm'>=—i<njm|A1|n'jm'>=— <njlA,|n'j>

m

<njm|J, |njm'>=—i<njm|J |njm'>=—i <nj|J,|nj>
Ip ! V2 j+1Vj(j+1)8, !
Donc :
<njmlA, | jm'> <njld|n"j>
<njm|Jynjm'> " <njlJ|nj>
i
etd'apres (273): <nj|A,|n' j>=——=——=<nj|J .4 |n'j>  mais d'aprés (271):
p ( ) 1 h\/](]+l) v p ( )
<nj|J |nj>=irV2 j+1Vj(j+1) donc:
<njm|A1p|n’jm’> <nj|J.AV|n'j> <nj|J.Av|n’j>

<njmlJyfnjm> @2 G0N eIV +1) A2 ()

donc I'élément de matrice de A, s'exprime en fonction de l'opérateur moment cinétique total par
lintermédiaire de son produit scalaire avec A, :
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|
B j(j+1)V2 j+1

<njmld, |n'jm'>= <njmlJ | [njm'><njlJ.A|n" j>  (275)

Or IEMR <nj|J.A4 |n'j> estrelié¢ a I'élément de matrice <njm|J.A4 [n'jm> par le théoréme
de Wigner-Eckart (259) :

<nj|J.AV|n'j>=\/2j+1<njm|J.Av|n'jm>

d'ou I'élément de matrice de l'opérateur vectoriel A, :

<njm|A1p|n'j’m'>=—

hzJ(j+1)<njm|J.Av|n'jm><njm|J1p|n’jm'>

qui est le résultat annoncé.
CQFD de (274).

La formule de Landé permet de calculer le moment magnétique moyen d'un fermion de moment cinétique
orbital L et de moment de spin S. On a vu en (196) et (198) que les valeurs moyennes temporelles des

moments magnétiques Mz et M, associés a chacun des moments cinétiques L et S font intervenir les

facteurs de Landé g, et g4 ; le moment magnétique total moyen est donc :
M=u,y(g,L+g S)

Qeh

2ch

Soit M1p les composantes de l'opérateur vectoriel M, associé a ce moment magnétique total. Ses

éléments de matrice sont obtenus par la formule de Landé (274) ou I'état (n) rassemble les états associés
aux valeursde Let S, n=(LS):

ou le magnéton de Bohr du fermion est Up= ol Qe est la charge et m la masse du fermion.

11
72 j(j+1)

<njm|M1p\njm>: <njm\J.M]njm><njm|J1p]njm>

Or le moment cinétique total est: J =L + S, d'ou le produit scalaire :
2 2
J M=(L+S).u,(g, L+g S)=u,lg, L +g S +(g,+g )L.S)

D'aprés (225bis) : L.S:%(Jz—L 2_82)  dou:

I
T M=2u,((g,-g)L>+g ~g)S7+(g+g,) T )

Quanta <njml|J, [njm> il estcalculé par (259):

<njm|J1p|njm>=(’?;’{;)<nju1|nj>

JoJ1 J3

données en (223), avec les rbles correspondants, entrainent
My iy it

Les régles de sélection dans (

p=0et:
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(mlj):(_l)j—m( Jj ]j): 1 m
jOm —mOm| 2 j+1vj(j+1)

De (271)on a: <nj\J1\nj>=ih\/2j+1Jj(j+1) d'ou :

ih m
V2 j+14j(j+1)

<njm|J1p|njm>= \/2j+l\/j(j+1)6p0=ihm6p0

La valeur moyenne du moment magnétique total du fermion est finalement :

— ; o —i /
<M1p>—<n]m|M1p|njm>—£mép0MBf(J’l:s)

. 1
ou: f(J’l;S):m(<g,—gs)L2+<gs—g1)S2+(gl+gS)J2) . Les opérateurs L2, S2, J2 ont

respectivement pour valeurs propres : h21(1+1) , hzs(s+1) , h'zj(j+1) donc :
<M, >=ihmd ,upg, (276a)
ou g, est le facteur de Lande du fermion :

1 I(1+1)=s(s+1) 1
g,75l8 e ) talere)  @Ten)

qui est égal a (199).
La determination du moment magnétique total moyen d'un baryon constitué d'un di-quark de spin S, et

d'un quark de spin S5 (par exemple un nucléon) nécessite I'emploi des coefficients « 6j » définis par :

J1J2Jd3| = Z Jy Jp J3\[mynyly[nylymy\(nylym,
Ll L) mymymg\mymymy |\ Jy Lyng |\ Isny jy )\ 1y js | (277)
nynyny

On a les moments cinétiques :
spin: §,,=8,+5,
total : J=S 12+S3

Le moment magnétique du baryon est la valeur moyenne d'un OTl d'ordre k = 1, T,, de composantes T1p.
De maniere genérale on montre que pour un OTl de rang k, T, on a:

<(s1y85)sIT; s " 1ps75)s >=0 <53 Ty ls 3> (278)

, \/2S+1\/2S,+1(_1)s12+s’3+s+k 51253 s
12 k s'S 3

A I'exemple du baryon, (278) donne, avec les correspondances s — J, et S'3=83,8'=s—>J:

- I'EMR de T1p(S3) lorsque T, agit sur le quark de spin S; :

s 2+s3+J+1

1 S1253 J

1 J 5y

<(S1253)J|Tk|(s12s3)J>=\/2J2+1 (—1) <s;|T,|s,> (279)

— I'EMR de T1p(S12) lorsque T, agit sur le di-quark de spin S, :
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J+53+s+1

J J 1
}<312|T1|512> (280)

<(S12S3)J|Tk|(S12S3)J>:\/2J2+1 (—1)
51251253

(S1)+T1p(S2) que I'on remplace dans

Or I'OTI agissant sur S,, se décompose en : Tlp(S 12):Tlp
(280), et en appliquant (278) a T,(S,) et T,(S,) qui fournit les EMR correspondants, il vient, tout calcul
fait (réf. [3]) :
2 SiFsy2s s 8.0 S,8:41
<512|T1|312>:\/2512+1(_1)1 2o 12712 <Sl|Tl|Sl>+ 12712 <SZ|TI|SZ> (281)
Sp S %2 Sy $3 %1

Lorsque T, agit sur le baryon de moment cinétique total J, on a:

(S ,]4T, (S5)

Tlp(J):Tlp
=83 = s, 0n obtient I'EMR

En utilisant (281) pour T,(S,,) et (279) pour T,(S;), et puisque s, = s,

correspondant a T,(J) :

<J|T1|J>:J2J2+1¢2s2+1(—1)"‘s TSNt (< | T s, >4 <) | T [5,>)+
S12S12S s s S 282
\/ 2 J+s12+s+l SinsJ ( )
+V2J+1(-1) 12 <8, T, |s,>
L Js| 3T

Or pour un baryon J = 1/2 donc (282) devient :

s 1P
1 (<817 [s,>+<s,|T [ 5,>)+
2

$12512

) 1
<J|T1|J>:\/2S12+1 l l
2 2

11 (283)
S12(81,2 2
+2(—1)12 12 <S3|T1|S3>
111
22

(283) montre que 'EMR de T, agissant sur le moment cinétique total du baryon dépend seulement du

spin $,, du diquark. Deux cas se présentent alors :

1°) Diquark de spins,, =0

1 1 1(={111=0
5 52| |222
11 11
sp220_J0o22(_1
P 11p 1y 2
22| | 22

(283) devient :
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<SM><J|T,|J>=<s,|T [s;> (284)

Le moment magnétique moyen d'un baryon de spin J = 1/2 constitué d'un diquark de spin nul et d'un
quark est égal au moment magnétique du quark libre de spin S5 : <M> = M.

2°) Diquark de spin s, = 1:

Spspt| (1]

11 L= i1=-7

2 22| 222
1111
$1,22(_|122]_1
111|111 6
22| | 22

(283) devient :

(285)

Le moment magnétique moyen d'un baryon de spin J = 1/2 constitué d'un diquark de spin s, =1 et d'un
quark de spin S5 est égal a (285).
(285) est la relation (246) ou <M>, <M >, <M,>, <M,> sont notés respectivement y, y,, Uy, Y5
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Annexe 1 : Application exponentielle et formule BCH
(Voir aussi références [18], [19], [20], [21], [22]).

Soient G et G' deux matrices de l'algébre de Lie so(n) de SO(n). On sait que exp(G) et exp(G') sont des
matrices de rotation R et R' de SO(n). Pour n = 2, R et R' commutent, on peut donc avoir :

R'"'=exp(G)exp(G')=exp(G')exp(G)=exp(G+G')=RR'=R'R

Ce n'est généralement plus vrai pour n = 3. En effet le développement en série des exponentiations
conduit a exprimer leur produit sous la forme :

(—1)F! 3 G'G'.GrG"H

o0
exp(Gexp(G')= k nylml.n!m,.! (A1.1)

k=0

n.+m.>0
Jo
1<j<k

On exprime I'argument G" de exp(G") = exp(G)exp(G') pour les premiers termes du développement au
voisinage de 0. Pour raisonner sur les ordres il est commode d'écrire G et G' sous la forme :

G=0J et G'=0J'
ou J et J' sont des matrices de l'algebre de Lie, 6 << 1 un réel. Alors :
G''(6)=log(exp(G'"))=log(exp(G)exp(G "))

En considérant les premiers termes en 6 du développement (A1.1) il vient :
G”(6):log[(1+8J+%62J2+0(63))(1+6J’+%62J'2+o(63))]
:10gl1+8(J+J ')+%62(J2+2 JJ’+J’2)+0(63)]
—0(J+J ')+%62(J2+2JJ’+J’2)— %62(J+J’)2+0(63)
:6(J+J')+%62(JJ’—J'J)+o(63)

enrevenanta GetG':

G”:G+G'+%[G, G+

En prolongeant le calcul suivant le méme principe aux ordres supérieurs on obtient la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff :

exp(G"):exp(G)exp(G’):G+G’+%[G,G’]+%[G,[G,G’]]—%[G’,[G,G’]]—... (A1.2)
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Annexe 2 : preuve de det (R;) >0
Cette preuve directe de det(R,) > 0 contribue a la proposition (62).
m Calcul du déterminant de R, :

e Calcul des éléments de la matrice 3x3 R, : R L:(rl. ].)l. =123

On a vu qu'un vecteur V(x;) se transforme en un vecteur V'(x';) selon (61), ou M = V.o :

1 , 1 _ 1 _

x i=5tr(M ol.)=5rr(LML loi)=§tr(L(V.o)L ')

1 3 1 1 3 1 3

= > tr(ijojL_ ol.)za > tr(LojL_ Ci)sz > riiX;
Jj=1 Jj=1 j=1

Or, comme tr(AB) = tr(BA), il vient :

1

tr(LojL_ oi):tr((LojL_l)oi):tr(oi(LojL_l)):tr(oiLojL_l)

donc :

—ltr(oiLojL‘l) (A2.1)

r. .=
L] 2
Ik % !k _
ou L est donnée par (57) : L:( Z, Z* ) avec donc L+:(Z , z ):L U etou:
z z —Z z
z:cos%+in3sin% , Z':(_”z'””l)Sin% et les matrices de Pauli :

10 1 _ .10 -1 |1 0
Soit donc a calculer :

det(RL):rnAll_r12A12+r13A13

. r r r r r r A2.2
oit: A, =2 "3 A="21 "3) a=21 T2 (A2.2)

» Calcul de [

6. Lo L—1:0 1z —z'*}[0 1} z* z'*: —Z'2+Z*2 z'z4z¥z'* d'ou
1 1 1 0)\z’ z* 1 0)\—-z" =z AL P ZZ_Z'*Z

_1 —1 _l 2 2 2 2 [T,
’"11_3”(01]‘0114 )—5((2 -z )+(z -z )*) soit :

r,,=Re(z’=z") (A2.3)
» Calcul de rys:
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—1_(0 1}z —=z"*|[1 O |fz* =z'* 2z'z* ‘Z’|2—|Z|2 .
= = dou :
Oitost (1 0)(2’ z* )(0 _1)(_2’ z ) |Z‘2—‘Z'|2 2zz'* >

rB:%zr(01L03L_1):2((zz’*)+(zz’*)*) soit :

r;=4Re(zz'*)  (A2.4)

» Calcul de rip:

o Lo -1=0 1|[z —z'*|;[0 —1)z* z"*|_; z%4z%% —zzlezegx d'ou -
1772 1 0f\z" =z* 1 0 /f\-z" =z e S

1 —_Ll(.n_.2 22 o
rlz—Etr(ochzL )—5((2 -z )—(z -z )*) soit :

r,=Im(z*=z'%)  (A2.5)

» Calcul de lop:

o,Lo,L =0 [ 7 T 0 Sl etz 2Ptz d'ou :
2772 1 0 f\z" z* 1 0/)\—-z" =z ey I S S

1 L2, 2y (.2, 02 o
”zz_itr(ozLozL )—5((2 +2'%)+(z%+2")*) soit :

r,=Re(z’+z")  (A2:6)

» Calcul de rgs3:

2 2
- 1 0 z —z'"*{[1 O z¥ g'* |z["—|z"| 2zz"'* s
o.Lo,L = = d'ou :
3073 (0 —1)(2’ z* )(0 —1)(—2' ) (—2z'z* 2P|z

1 -1 2 "2
r33=§tr(03L03L )=lz|"=|z']"  (A2.7)

» Calcul de lys:

6.LG L_1=i0 —1\[z —z'"*}(1 O |l z* =z'* —; —2z'z* ‘Z|2_|Z"2 d'ou -
2773 1o \z z= Jlo —1)/\-z" =z 1zP=|z'* 2zz'*

r23:%tr(02L03L_1)=i(zz "k—(zz'*)*) soit:

ry,=—2Im(zz"*) (A2.8)

» Calcul de lgp:
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2 2
% _ sk (&3 I %k 1% _ Ik
03L02L_1:1 0 z, z* iO 1| z ' z'*_; zz 22 22 zZ =z d'ou -
0 —1/\z z I 0 /\-z z N s P
1 , _
r 2 (0 Lo L ) (Zz —(zz )*) soit :

r32=—21m(zz ') (A2.9)

» Calcul de log"

2 2
—1_.[0 =1z —=z'"*{[0 1} z* =z'* z""—z* _ZZ'_(ZZ'>* N
o,Lo,L = = d'ou :
2 1 l(l 0 )(Z' Z % )(1 O)(_Z! z ) (ZZ,(ZZ,)* Zz_Zr*Z

_1 SN L2 a2\ ( 2 2 . 2 .
r21—§tr(02L01L )—5((2 —z *) (z —z* )) Z(ZZIm( )+211rn(z )) soit :

ry=—Im(>+z%)  (A2.10)

» Calcul de raq:

2 2
— I % r sk — r__ r) sk Ik .
03L01L 1_ 1 0 z’ z 0 1| z ' z _ ZZZ (Zzz) z —z d'ou :
0 —1/\z z* J\1 0)\—z z z'"—z* —zz'—(zz')*

r31:%tr(G3L01L_l)=—((zz’)+(zz’)*) soit :

ry =—2Re(zz')  (A2.11)

det(RL) est réel : en effet tous les termes qui interviennent dans son développement (A2.2) sont réels
comme le montrent (A2.3) a (A2.11).

e Calcul des A qui interviennent dans (A2.2) :

ATyl 33 " 3z:Re(22+Z J(1zP=z"*)—4Im(zz "*)Im(z ")
Ay=T o Ty =T oy =—1m(z +z'2)( 2_1z'?)—4Re(zz")Im(zz'*) (A2.12)
A =0y Py = T gyl = 2Im(z +z' ) m(z Z')+2Re(zz')Re(22+z ’2)

e Calculs intermédiaires conduisant au déterminant :
En utilisant (A2.12), (A2.3), (A2.4), (A2.5) dans (A2.2), on obtient :
det(RL)Z Re(zz—z '2) [Re(zz+z '2)(|Z|2—|Z ' |2)—4 Im(zz"*)Im(zz")]
+Im(22—z '2)[Im(zz+z'2)(|z|2—|z '|2)+4 Re(zz')Im(zz'*)] (A2.13)
+8Re(zz '*)[Im(zz+z 'Z)Im(zz "J+Re(zz ')Re(22+z '2)]

ot l'onrappelle que : z=a+ib , z'=a'+ib' avec a=c , b=nys  a'=-n,s  b'=ns oy

, _ 0 i O e aim . —
I'on a posé : C—COSE , S—Slnz , ces quantités vérifiant les conditions d'unitarité :
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ainsi que, bien sdr: ¢
quantités :

|z|2+|z'|2=1—>a2+b2+a'2+b'2=1
2 2 2
n1 + n2 + n3

2 + s2 = 1. Les termes intervenant dans (A2.13) s'expriment alors avec ces

Re(zz+z'2)=a2+a’2—(b2+b'2)
Im(zz+z'2)=2(ab+a'b')
Re(zz—z'z)zaz— 2 (b2 b’z)
Im(zz—z'z):2(ab—a’b’)
Re(zz')=aa'-bb'
Im(zz')=ab'+a'b
Re(zz'*)=aa'+bb’

Im(zz'*)=—(ab'—a'b)
|Z|2_|Zr|2:a2+b2_(a 12+b /2)

En utilisant ces expressions dans (A2.2) et les définitions de a, b, a', b', il vient tout calcul (fastidieux) fait :

det(RL):

6, 6.6, 6, 6 4 3.2 2 4 2 4 3.2 4 2 2 4 2.2
c+s [n1+n2+n3+3n1 nyny—nin, 2nlnz+20nlnzn3+3nzn3+3nzn3 8n1n2n3]
+s4c2[14n%n§+l4n§n§—n§+3n?+7n§+14n12n§]

2 40 2. 4 2. 4 2 (A2.14)
+s°c [—n3+4n1+7n2]

5 - 3 4 3 032,23 1. 3
+s7c| 16n1n2n3+4n1n3 4”1”2”3 8112;13+n1 ) 16111112113

+s3c3[—8nln2n3]

m Signe de det(R,) :

Pour déterminer le sign
compte tenu de la condi

e de det(R,) on raisonne en ordre de grandeur le plus grand en valeur absolue,
tion:n,2+n,2+n2=1etde c2+s?=1:

Puisque |n,], |n,|, |ns| sont < 1, et que (A2.14) montre que det(R ) est une somme de termes du type

n1pn2qn3r, avec p+q+r < 6, les termes les plus grands sont ceux pour lesquels les exposants p, q, r sont

les plus petits : [n,Pn,9n,| << |n,Pn,9n,"| si p'+g+r' > p+q+r , et det(R) est de l'ordre des termes aux

exposants les plus petits, affectés des facteurs s"c™ avec n+m =6 et ot |s|, |c| < 1.
Dans (A2.14) les exposants les plus petits correspondent au terme : szc4(—n§+4 nf+7n§)

e Cas ot n,?~n,? ~nz2~n?~1/3: (A2.14) est de l'ordre de :
2 2 4

det(RL)~szc4(—1+4+7)n2=10n s7c>0
e Cas oun,?~1:Alors : ny? ny? << 1donc: det(RL)~4n1252c4+s6+c6>0
o Casoun,?~1:Alors:n2 n2<<tdonc: det(R,)~Tnss”ct+s%+c">0
e Cas ot ng? ~1:Alors : n;2, n,2 << 1 donc: del‘(RL)~S6+C6—S2 ¢

» sis? << 1, alors det(RL)~c6>O
(R ~5%>0
(

» sis?2~c?, alors det(R

> sic?<<1,alors det(R,)

)~2s6—s6

_ 6
I =s >0

Donc on a pour tous les cas det(R, ) > 0, ce qui termine la preuve de (62).
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Annexe 3 : Preuve du théoréeme de Cartan-Dieudonné

On utilise le théoréme de Cartan :

m Théoréeme de Cartan :

Soit E un espace vectoriel muni d'une forme quadratique q. BT

Le groupe des endomorphismes orthogonaux dans E, O(E,q) est engendré par les réflexions.

Preuve de (A3.1) :
La démonstration se fait par récurrence sur n = dim E = 1. Soit M un élément de O(E,q).

e Pourn=1, M= =id: id est le produit de zéro réflexion, tandis que -id est la réflexion par rapport a
I'hyperplan nul.

e Pour n = 2, on suppose que (A3.1) est vérifié pour (n-1). On a :

a) Soit il existe un vecteur u de E anisotrope, c'est-a-dire pour lequel g(u,u) # 0, tel que M(u) = u.
Soit le sous-espace orthogonal au sous-espace (u) engendré par u :

(u)r={veE:q(u,v)=0}
De l'identité : q(u,v)Z%[q(u+v,u+v)—q(u, u)—q(v,v)] il s'ensuit que q(u,v) = 0 entraine :

q(v.v)=qlu,u)=qlu+v, u+v)
Montrons que (u)J‘ est anisotrope ; pour cela supposons, au contraire, que v est isotrope : pour v # 0,
q(v,v) = 0, alors I'égalité précédente donne : ¢ (u,u)=g(u+v,u+v) et comme par hypothése u = M(u), il
vient: q(M (u), M (u))=q(M (u)+v,M (u)+v) donc v = 0, donc (u)" est isotrope, ce qui est contraire
a I'hypothése. Donc (u)J' est anisotrope.
Il s'ensuit que g induit dans (u)™ une forme quadratique q' = ql(u)J_ non dégénérée, c'est-a-dire telle que
Ker(q') = {0} : N
Vve (), quM(v)) =aqM(u),M(v)) = q(u,v) =0

puisque M conserve l'orthogonalité, donc M(u) < (u)J', et M induit une isométrie M' de (u)J'.

Comme au rang n-1, par hypothése M' est le produit de k réflexions :

L
)

! — ! ! !/
M'=r AT

sur (u)J‘. En prolongeant ces k réflexions sur (u)J' par les réflexions identité sur (u), on obtient que M' est
une composition de réflexions sur E=(u)@®(u)- . Puisque M(u)=u,ona:

M:rlrz...rk

b) Soit u € E est isotrope si M(u) = u : M(u) = u => q(u,u) = 0.
On examine la contraposée de cette implication, ce qui conduit a 2 cas :

b1) g(u,u) # 0 => v = M(u) # u, avec u-v anisotrope. Soit alors r' la réflexion par rapport au sous-
espace (u-v)' . De l'identité q(u+v,u—v)=qu,u)—q(v.v) ilvient:

q(u+v,u=v)=q(u,u)—q(M(u),M (u))=0
puisque M conserve la forme quadratique : g o M = q, donc u+v est orthogonal a u-v :

u+v € (u-v)*
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Donc : puisque v=%((v+u)—(u—v)) une réflexion r '(v) donne :

r '(v):%(r "(vau)—r'(u—v))

or: r'(v+u)=v+u et r'(u—v)=—(u—v) carr' est la réflexion par rapport & (u-v)* donc renvoie u-v
a-(u-v):

r’(v):%(v+u+u—v):u

r ' échange donc u avec v, et comme v=M(u)ona: r'(M(u))=u soitr'o M =id, qui nous raméne a
la situation (a) précédente, avec M =r,r,...r,.
b2) q(u,u) # 0 => v = M(u) # u, avec u-v isotrope : q(u-v,u-v) = 0.
Puisque q(v,v) = q(M(u),M(u)) = q(u,u) # 0, d'aprés la proposition (128), u+v est anisotrope.
Soient r ' la réflexion par rapport a (u)™ et r " la réflexion par rapport a (u+v)". Comme vu au cas (b1) :
r'(uy=-uetr" (v)=-uavecv=M(u)
dot:r'r"M=id, quiseraméneaucas (a):r'r"M=r,r,.r etdonc:

-1 ,—1
M=r"""v" "r ..r,=r'r''r...r

qui est donc bien une composition de réflexions.
CQFD de (A3.1).

On peut maintenant terminer la démonstration du théoréme (127) :

m Pour n = 2: soit O(E,q) = O(E,q)-O"(E,q) l'ensemble des endomorphismes orthogonaux de
déterminant égal a -1 ou 0, O*(E,q) étant I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de déterminant
égal a +1.

On a la proposition :

m Proposition : (A3.2)
Pour n =2, O°(E,q) est I'ensemble des réflexions de E. '

Preuve de (A3.2) :

Pour M € O°(E,q) il existe u € E anisotrope et une réflexion r telle que cette fois : ro M(u) = zu , donc :

roM =t id est de déterminant +1 doncro M € O*(E,q) et M =+ r " 0 id = % r est une réflexion.
CQFD de (A3.2).

mPourn>2:
Soit M' =M - id € O(E,q), alors M'(u) = (M — id)(u) = 0 si M(u) = u, ce qui, d'aprés le cas (b), implique
q(u,u) =0 ; ainsi : u € Ker(M') => gq(u,u) = 0.
Siq(u,u) # 0, alors avec v = M(u) # u, le cas (b2) donne :
q(M'(u),M'(u)) = q(M(u) — id(u),M(u) - id(u)) = q(v-u,v—u) =0
soit q(M'(u),M'(u)) = 0.

e Montrons que si w € Im(M') alors w = M'(u) = 0 => q(w,w) = 0 (on dit dans ce cas que Im(M') est
un seti).
On raisonne par lI'absurde :
Soit u € E avec q(u,u) # 0. Alors g(M'(u),M'(u)) = 0 d'aprés ce qui précéde.
Soit maintenant q(u,u) = 0. Puisque dim(u)"=n-122,ona (u)*Z(u) ,avec (u)=((u)t)* .
Soitu' € (u)J‘ tel que q(u',u') # 0. Alors d'apres l'identité :

q(u—u " u—u '):q(u, u)+q(u "u ')—Zq(u, u ')

et par hypothése q(u,u) = 0 et g(u,u’) = 0 (puisque u' € (u)J‘ ),ona: q(u—u u—u ’)Zq(u "u ’)7&0 . De
méme: qlu+u',u+u')=q(u,u)+q(u' u')+2q(u,u')=q(u’, u')#0
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Diou: (M *(u=u’), M (u=u"))=q (M " (uru’), M "(usu’)) =q (M ('), M "(u7))=0
Doncona: q(w,w)=0avecw = M'(u) € Im(M").

e Montrons que n = dim(E) est pair et que Ker(M') et Im(M") sont des setim :
Soit v l'indice de la forme quadratique q. Par définition I'indice d'une forme quadratique est |la dimension
maximale des sous-espaces totalement isotropes, donc sur lesquels q restreinte a aux est nulle. Si q est
non dégénéreée :
v<dim(E)[2=n/2
D'aprés le théoréme du rang: n=dim(E)=dimKer(M ')+dimIm(M ')<2v<n donc n = 2v , q est
une forme quadratique hyperbolique, Ker(M') et Im(M') sont deux setim.

e Montrons que det(M) = 1:

On a: dim Ker(M') = v, soit alors une base de Ker(M') constituée de v vecteurs {e';, ..., €' }. Une base de
E est formée de I'ensemble des vecteurs de base de Ker(M') et de vecteurs {e",, ..., " } tels que :
V 1<k, j<v: q(e”k,e "J.)ZO et gle - ”j)f)kj

Puisque n = 2v : la base orthogonale de E est constituée ainsi :

r’

{ely...,en}Z{e'l,...,e’V,e el vy

Par hypothése :
M(e',) = €', puisque €', € Ker(M) etque VY 1<k, j<v:g(M (e’

M € O(E,q) : det(M) = +1.

Il s'ensuit que det(r o M) = -1 puisque r est une réflexion et r o M vérifie le cas (a) ou le cas (b1) vus plus
haut : r o M est donc le produit de n réflexions au maximum, mais comme n = 2v est pair, r o M est le
produit d'au plus (n-1) réflexions.

On vient de montrer que M est le produit d'au plus n réflexions. Mais on plus précisément la proposition
suivante :

) Mlerl=gle’ e’ )=d, ;s done

m Proposition :
M élément de O(E,q) est le produit d'exactement ¢(M) réflexions, ou :

c(M)=n—-dim(F)<n (A3.3)

ou F = Ker(M —id).
Preuve de (A3.3) :
Reprenons le raisonnement par récurrence, cette fois pour c(M) :

e Pour ¢c(M) =0 : alors on a Ker(M — id) = E donc M = id, M est alors le produit de 0 réflexion.

e Pourc(M)=1:
Hypothése de récurrence : toute isométrie N telle que

¢(N) = n —dim Ker(N — id) < c(M)

est le produit d'exactement c(N) réflexions.

Montrons que la composition de cette isométrie avec une réflexion r ajoute a N un point fixe v, N(v) = v, et
donc incrémente de 1 la dimension de I'espace de ses invariants. On construit ainsi de proche en proche
la décomposition d'un élément de O(E,q) par des réflexions.

Soit F = Ker(M —id) c E, on alors E=F®&F . 0On aIm(M(F1)) c FL: Iimage par M d'un vecteur w de
FL, M(w), appartient encore a FL puisque M conserve l'orthogonalité. Il est donc possible de restreindre M
a Flet d'avoir: M|pLE O(F1,q) , puisque M|gL est une isométrie. Il est commode de décomposer ML
dans F'puisque Ker(M|-1) = {0}, et de prolonger ensuite cette décomposition dans E.

En effet, Ker(M|c1) = {0} puisque :
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» YucE,3dveFet 3weFtelsqueu=v+w,avec q(v,w) = 0.
Par définition Ker(M|cL) = {w € FL; M(w) = 0} }, donc : M(u) = M(v+w) = M(v)+M(w) = M(v) donc w = 0,
donc 0 est un eélément de Ker(M|.1).

» Réciproquement : siq(v,w)=0avecveFetwe FL, et M(w) = 0, alors :
a(M(v),M(w)) = a(v,w) = 0
donc w =0 pour v € F quelconque.
e Soit maintenant u' # 0 tel que M|L(u') # u' et :
A(M[gL(u'),M[L(u)) = q(u’,u’)

autrement dit, on choisit un vecteur u' qui n'est pas un point fixe de I'endomorphisme orthogonal M|.L. Soit
alors I'hyperplan de F orthogonal au sous-espace engendré par M|gL(u') —u':

H = (M|ci(u') —u)t ={v' e E/ q(V,M|cL(u') - u') = 0}
Dans cet hyperplan H, par définition : q(v',M|1(u) — u') = 0 ; il existe donc une reflexion par rapport a H

telle que, par hypothése de récurrence, on ait :
N|gL(u') = rlgL o ML (u') = u'

Par conséquent: N|-L € O(F1,q) , et l'espace vectoriel engendré par u' est inclus dans l'espace des
vecteurs fixes de N|cL:
(u') = Ker(N|gL-id)

donc avec ¢(N|1) =n —dim Ker(N|cL-id) on a : ¢(N|z1) < dim(F+) - 1.
Or : dim(F*) = dim(E-F) = n — dim(F) = n — dim Ker(M — id) = ¢(M) , donc :

c(Nl|p)<e(M)=1  (A3.4)
Selon I'hypothése de récurrence :

N|FJ_:r|FJ_OM|FJ_:r1|FJ_O"'OVC(N|FL) (A3.5)

On peut maintenant prolonger dans E cette décomposition restreinte a F :
On définit : r, =id|c + r =", 1< k< c(N|z1);

Il est clair que r, € GL(E,q).

On definit aussi : r=id + Nou N =r|-L o M|-L avec r € GL(E,q).

D'apres I'hypothése de récurrence (A3.5) on a donc :

M:I”OI”IO...OI"C(N)

qui est donc le produit de c(N)+1 réflexions.

e |l reste a montrer que I'on ne peut pas avoir moins de c¢(N) réflexions composant M € O(E,q).
Soient m hyperplans Hy, ..., H_ de E. On suppose que les reflexions r, par rapport a ces hyperplans Hj,

avec 1 £j<m, composent exactement M :
M=y o..or
1 m

Dans ce cas les vecteurs u qui appartiennent simultanément a ces m hyperplans Hj sont tels que :

(FIO...OI" .O...orm)uzuZMu

J

c'est-a-dire :
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m;’;lHch:Ker(M—id) > dimm’;?:lHan—c(M)

m orthogonaux aux hyperplans Hj engendrent un sous-espace (uj)‘ISjSm

.....

Une famille de vecteurs {uj} =1

orthogonal a tous les Hj. Donc l'orthogonal de cet espace (uj)L1 <j<m est l'intersection des Hj :

Commem<nona:
dim ﬂ’;_lH/.Zn—m

d'ou :
n—m=<dim ﬂr;l:l H/.Sn—c(M)

donc : m = ¢(M). Mais comme M est le produit d'au plus c(N)+1 réflexions, on a aussi m < ¢c(N)+1.
Or : ¢(N)+1 < c(M), ce qui donne : ¢(M) < m < c(N)+1 < ¢(M) ; finalement m = c(M).

CQFD de (A3.3).
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Annexe 4 : Preuve de (120)

Il suffit de prouver (120) pour les vecteurs de base :  #=¢;, I<j=n

w=e; Ne,A..Ae,  oup estl'ordre de (Diff(E), A)

e Supposons {,=j ,alors wAu=0 ,etquelle que soit la famille (u, , ..., u, ;) € R ona:
u.m(ul,...,up_l)zel.l/\.../\el.p(ej,ul,...,up_l)
— k—1 . .
—(_1) el.]/\.../\el.p(ul,...,uk_l,ej,uk,...,up_l) (antlsymetrle de /\)

=(—1)k_lel.]/\.../\el. Ne. +1/\.../\eip(u

—1N\€ik 1,""”k—1’”k""’”p—1)

Ne. A...\e.

k—1
Donc: wu.w=(—1) R ARTALY ik+1 ip

k—1

Et d'aprés (119) :

u(x)Z(—l)k_le °..oe oe.,  .o..0e
. i19%€ik—1Cif+1°"Cip

k
=(=1)¢om0e g legoey)oe; 1y RRRR

. " 2 .
par antisymétrie de « o » avec les vecteurs orthogonaux de base. Or : (el.koeik):eik:—l d'ou:

)Zk—l

u.w=(—1 el.kO(el.IO...oel.p)

—e = = 2k—1
Or eik ej u o el.IO...oel.p et (_1) =1

u.o=—uon=(—1)”

e Pour jﬁ’f{il,~-~, ip} ona wu.w=0 puisque 8 est orthogonal aux e, ,, et il reste :

wou

uANmw=e Ne.,N..N\e.
jooil

ip
R ARC AN d'apres (119)
=uUow puisque u = g
=(—1)P wou

CQFD de (120).
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Annexe 5 : Détermination des rotations 4D, éléments de SO(4), par la transformation de Cayley
A5.1 - Formule de Cayley des rotations 4D

Voir référence [15].
On reprend les mémes notations et définitions qu'aux points (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4), (5.5.5).

m Théoreme :

Soit une matrice 4x4 antisymétrique MEM , ,(R) | elle s'écrit donc selon (147) avec les
mémes définitions :
M:7\.l M1+}\.2M2
Alors :
a) Si les valeurs propres de M sont telles que Ay, A, > 0 et A, # A, , la matrice suivante est une

rotation 4D, élément de SO(4) :

ROy, hy)=T o (M)=(1+M)(1-M)""

2 2
I VL YV N Vi B
2771 2771 2772
1+ 1+h] 1+35

2

=1+

b) Si A, = A, =A, > 0 la matrice suivante est une rotation 4D, eélement de SO(4) :

2
1—A
= §1+ 22M
1+k0 1+7»0

2

c) Si A, =0et A, =A, >0 lamatrice suivante est une rotation 4D, élément de SO(4) :

(M)=(1+M)1-M ) =14 —2_ M +—2 M2

2 2
1+7\0 1+k0

R(})=T,.

Preuve de (A5.1) :

e Cas (a) : On effectue le développement en série de (1 — M) :
(1-M)'=1+ > m™
m=1
D'aprés la proposition (147) :
2_
M=(M M +0 M) (M M (+0y M )
) 24,2
=M M{+h MM Mo+ b, M MM +05M
12772 .42,/2
=N M{+h5 M,
puisque M M ,=M,M =0  On montre de méme :
3_ 43 3
M ==\ M, - M,
4_ A4, 2 2 d4y2
M =—NM|{—NM
5_,5 5
M =M M +\M, M,
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MAP=(=1)P (03P M2+ P M)
M == O v 03T M)

oup,g=1,2,3...ll s'ensuit :

(1=M) "= 1+ (0 =240 =+ (= 1) e M
(k x+x— +(=1)PH 2p+ )M?
(-

1
A=A+ A 1)‘%”*1 )M,

+(x2—x2+x2— A+(=1)P* 2p+ M2

2
2 2
A A A A
=1+ ! M+ ! M12+ 2 M+ 2 Mg

271 2 2772 2
1+7\1 1+)\1 1+}\.2 1+7x2

1

donc:

R=(1+M)(1-M)"!

=(1+7, M +2, M, )(1+ M M+ )\% M2+ ! M.+ }é M?)
R 1+7\.2 ! 1+x{ ! 1+x§ 2 1+k§ 2
Comme M1M2:M2M1:O il vient :
2, 207 2, 20
R=1+ 2M1+ 2M1+ 2M2+ 2M2
1+7\.1 1+7\1 1+7»2 1+7\,2
Vérifions que R est bien orthogonal et unitaire : det(R)ZI ’tRR:]
Puisque tMI:—Ml et tM2:—M2 ona:
2 2
2N 2N 2N 2N
‘R=1- 12Ml"' 12M%_ 22Mz"' 22M§
1+}»1 1+7\1 1+7»2 1+7\2

d'ot immédiatement, compte tenude MM, =M , M =0 . pp_pip—q

det(R)=det[(1+M)(1—M )] ;or: det(1+M)=det(1-M) ,donc: det(R)=1

e Cas (b) : D'apres (147) : Mzz—hgl , d'ou le développement en série de (1 — M) :

_ —1_(q1_ 42 4 4,6 _1\P3 2p
(=M )" =(1=rg+h =h g+ +(= 1) P+ )1
2 4 6 2
+H(1=Ag+hy=Ag+. (= 1)P Ay P+ ) M
1

=——(1+M)
1+k0

(1+M%+2M )

L (rem)(14m)=—1

R=T (M)=—= 5
1+k0 1+7»0

donc : C .Comme Mzz—k(z)l il vient :
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2
1_7‘0 2

R= 12(1—x31+2M): T+ M
1+ I+hy  1+A
t 1_}\3 2
M étant antisymétrique : ‘py=—p dou: ‘R= S1- M
I+,  1+A;
2 2
1—-A I—-A
‘RR=(—21-—2 - M )(—2 14— M)
1+h,  1+h I+ 1+A
(1+12)?
= 122(1+x‘0‘—2x§+4x3)1: 1=1
(1+p) 1+))

Il s'ensuit : det(tRR):det1:1:(det(tR))(det(R))z(det(R))2 donc det(R)=1
e Cas (c) : D'apres (147) : M3:—X§M d'ou :

. —-1_ 52 4 4,6 _1\P12p
(1=M )" =1(1=Ag+r =g+ +(=1)" AP+ ) M

+(1—7\(2)+7\3—7\8+...+(—1)p 7\.(2)p+...)M2

— 4] (M+M?)
1+)2
0
Donc :
R=T (M)=(1+M )(1-M ) '=1+M + 12(M+M2+M2+M3)
1+A
0
=1+ 22M+ 22M2
1”‘0 1+7‘0
et:
(R=1-—2 M+_2 2

2 2
1+)\0 1"'7‘0

Alors puisque M3:—x§M ona:

2 2
‘RR=1+—2 M2( 2 M2+( z2 |\t

l+}\(2) 1+k§ 1+7»é
4 2 2 ? 2 22 2 2 2
:1+—2M ——2 M —;\.0 —2 M
l+)\0 1+7\,0 1+7\.0
2 A2
:1+4M (1— 1 0 1

2 2 .27
1+)\0 1+7\0 1+k0
d'oti: det(R)=1

CQFD de (A5.1).
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Ab5.2 — Matrice antisymétrique ayant une matrice de rotation par transformation de Cayley, de
valeurs propres données

On traite maintenant le probléme inverse : Connaissant une matrice de rotaton R€E€SO(4) , on
détermine la matrice antisymétrique M dont elle est I'image par la transformation de Cayley.

m Théoreme :
Soit RESO(4) dont les 4 valeurs propres sont de la forme :
2 2 2 2
(1+in) (1=in)) (1+id,) (1=id,)
1+xf ’

1+k§

2 2
1+A] 1+
Alors il existe une matrice antisymétrique MEM 4X4<R) dont la transformation de Cayley est :
R=T.(M), et égale a:
a)SiA, A, >0eth ZA,:

(14277 (1+23) 2(1-2)
M= 5 [R*='(R*)-———=(R-"R)]
16(7\2—7\1) 1+7\2 (A5.2)
2\2 2 2
+(1+>\2) (1+17) 2 2)_2(1—7»1)(1{_%)]
2 2 2
16(A]—15) 1+3;
b) Si Ay=A, = Ay:
1+x§
M= (R—'R)
4
c) Si A;=0et A,=A,>0:
2
1+A
M=— O(R-"R)

Pour prouver (A5.2) il nous faut d'abord établir les valeurs propres de T(M).

m Lemme : (A5.3)
Soit M€EM , ,(R) une matrice antisymétrique. Elle se décompose suivant deux matrices M,

et M, selon (148) :
M:x1M1+)\2M2

ou )\1, )\2, M1, M2 sont définies par (147).
Alors sa transformée par la formule de Cayley, R = T(M) a pour valeurs propres :

. 2 . 2 . 2 . 2
(1+ik) (1=id)) (1+i%,) (1=i%,)
1+kf ’

1+x2

1+k2 >

2
| 1+7\,2
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Preuve de (A5.3) :
Comme vu en (147), avec les mémes définitions et propriétés :

M=AB A"
o A =4T4=1 et:
in, 0
0 —ik,
B=
ih, 0
0 —ik,

Dot: R=(1+4BA")(1-4BA")!

Or: (I_ABA+)_1: 1 T
det(1-ABA")

+
* Com (1-4B A7) oy Com désigne la co-matrice (°), et puisque :

det(R):1:det(1+M)det(1—M)_1=% soit det(1—M )=det (1+M )
ona:
R=A(1+B)(1-B) ' 4"
Et puisque :
| i
(1+i%,1)2
— 0 0 0
1+x1
. 2
0 =it 0 0
1 1+xf
(1+B)(1-B) '=
(1+i)\2)2
0 0 > 0
1+}\2
. 2
0 0 0 (1—17\2)
2
1+k2
| i

et que A est unitaire, il s'ensuit que R a pour valeurs propres les composantes de (1+B) (1—3)_1
CQFD de (A5.3).

Preuve de (A5.2) :

e Cas (a) : D'aprés le cas (a) de la preuve (A5.1) :

2, 222 , 2%, 223 ,
R=1+ 2M1+ 2M1+ 2M2+ 2M2
1+7»1 1+}\1 1+7\2 1+)\2

9 La co-matrice d'une matrice nxn, Q = (q,,,), km =1,...,n, est la matrice des cofacteurs Cps de Q: Com(Q) = (cps).

Le cofacteur d'un élément Aps de Q est égal au déterminant de la matrice (n-1)x(n-1) obtenue en enlevant la
ligne p et la colonne s (C'est-a-dire le mineur m ) multiplié par (-1 Prs Cps = (-1 P*s Mps-
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De ‘M ,=—M, et 'M,=—M, ilvient:
2 2
. 2%1 2%1 5 2)\2 2%2 5
R=1—- 2M1+ 2M1_ 2M2+ 2M2
1+7\1 1+7\1 1+7\2 1+7\2

etpuisque M M ,=M,M =0  on ales deux équations linéaires aux deux inconnues M, et M, :

4%1 4%2
R—'R=——=M +—=M,
1+7\1 1+7\2
2 2
Rz_t(Rz)zsxl(l—xl) +8x2(1—x2)
(1+)\%)2 ! (1+X§)2 2
dont les solutions sont les résultats annoncés.
e Cas (b) : Du cas (b) de (A5.1)on a:
2
1—-A
R=——11+ 22M
I+h,  1+A,
2
1-A
dou: ‘R= (2)1— 22M
1+A; 1+2,
4
t p_
dou: R— R= 2M ce qui donne :
1+x0
1+x§
M=——(R 'R)
e Cas (c) : Du cas (c) de (A5.1)on a:
2 2

R—'R=—2

2
1+x0

d'ou : ce qui donne :

CQFD de (A5.2).
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Ab5.3 — Types de rotation 4D selon les valeurs propres de la matrice antisymétrique d'ou est
obtenue la rotation par la formule de Rodrigues ou la transformation de Cayley

On a vu que d'une matrice antisymétrique MEM 4X4(R) on peut construire une matrice de rotation
4D, élément de SO(4), au moyen de :

— une exponentiation (formule de Rodrigues), théoréme (148), donnant la matrice de rotation
R(A;,A,) dont les valeurs propres sont indiquees dans (151) ;

— la transformation de Cayley (théoreme AS5.1) donnant la matrice de rotation R(A,A,) dont les
valeurs propres sont indiquées dans (A5.3),

ou, dans les deux cas, A,, A, interviennent dans les valeurs propres de M (voir (146)) :
A, -iAg, PN, -iA,avec A, A, 20

Ces valeurs propres conditionnent directement le type de rotation 4D :

eSi Ay,=0et A,>0o0usi \,=0et A, >0, Rest une rotation 4D simple (point 5.5.2).

e Si A1, )\2 >0et )\1 # )\2 , R est une rotation 4D double, avec 0 < )\1, A2 < T

e Sj A1 = )\2 = )‘0 >0, R est une rotation 4D isoclinique, avec 0 < )\0 < 7.

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 191/194


http://fred.elie.free.fr/

Références et bibliographie

[1] Frédéric Elie : Spineurs et algébre vectorielle en physique quantique ; application a I'équation de
Dirac, site http://fred.elie.free.fr , octobre 2017

[2] Pierre Colmez : Eléments d'analyse et d'algébre, Editions de I'Ecole Polytechnique, septembre 2011
[3] Elbaz Edgard: Quantique, éd. Marketing, coll. Ellipses, Paris 1995

[4] Marcel Berger, Bernard Gostiaux : Géomeétrie différentielle, variétés, courbes et surfaces — Presses
Universitaires de France, janvier 2013

[5] Chanfray Guy, Smadja Gérard : Les particules et leurs symétries — Masson 1997
[6] Appel Walter : Mathématiques pour la physique et les physiciens — H & K editions 2005

[7] Bertrand Delamotte : Un soupgon de théorie des groupes: groupe des rotations et groupe de Poincaré.
DEA. 2006. cel-00092924

[8] Frédéric Faure : Cours de géométrie et topologie pour la physique pour Master M2 de physique, 2010.
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/geometrie_topologie M2/index.html

[9] Frédéric Faure : Cours de Mécanique quantique pour Master M1 de physique, 2014
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/meca_qg/

[9] Hall B. : Lie Groups, Lie Algebras, and Representations : An Elementary Introduction. Springer-Verlag
New York, 2004.

[10] Francois Labourie, suivant les notes de Pierre Pansu et Laurent Clozel : Groupe fondamental et
revétements. Laboratoire de Mathématique d'Orsay, 11 avril 2008, http://www.math.u-psud.fr/~pansu

[11] Godbillon Claude: Géométrie différentielle et mécanique analytique — Hermann, 1969

[12] Marcel Berger, Bernard Gostiaux : Géométrie différentielle, variétés, courbes et surfaces — Presses
Universitaires de France, janvier 2013

[13] Nicolas Bergeron : Revétements et groupe fondamental. Cours Master 1, université Paris 13, 2010,
https://www.math.univ-paris13.fr/~ginot//RGF/ et
https://webusers.imj-prg.fr/~nicolas.bergeron/Enseignement_files/GpFund%26Revt.pdf

[14] Claude Danthony : Feuilletages orientés des surfaces : le probleme de la section globale. Annales de
l'institut Fourier, tome 38, no 2 (1988), p. 201-227
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1988 38 2 201_0>

[15] Melek Erdogdu, Mustafa Ozdemir : Simple, Double and Isoclinic Rotations with a Viable Algorithm.
Mathematical Sciences and Applications e-Notes 8 (1) 1-14 (2020)
HTTPS://DOI.ORG/10.36753/MATHENOT.642208

[16] R. K. Bhaduri : Models of the Nucleon from Quarks to Soliton — Addison-Wesley, Redwood, California
(1988)

[17] Jean-Marc Richard : An introduction to the quark model - Université de Lyon & Institut de Physique
Nucléaire de Lyon IN2P3-CNRS & UCB (Lectures at the Niccold Cabeo School at Ferrara in May 2012)

[18] Thomas Richez, sous la direction de M. Rausch De Traubenberg : Etude des symétries en physique
des particules - Rapport de stage de deuxiéeme année de Magistére, UFR de Mathématique et
d’'Informatique, Magistére de Mathématique de Strasbourg. Année : 2011/2012
https://t-richez.pagesperso-orange.fr/ressources/recherche/rapport_stage_m1.pdf

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 192/194


http://fred.elie.free.fr/
https://DOI.ORG/10.36753/MATHENOT.642208
http://www.numdam.org/item?id=AIF_1988__38_2_201_0
https://www.math.univ-paris13.fr/~ginot//RGF/
http://www.math.u-psud.fr/~pansu
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/meca_q/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/geometrie_topologie_M2/index.html
http://fred.elie.free.fr/

[19] Yvette Kosmann-Schwarzbach : Groupes et Symétries, Groupes finis, Groupes et Algébres de Lie,
Représentations - Promotion 2001, Année 3, Majeure 1 MAT553, Achevé d’imprimer le 25 septembre
2003 sur les presses de I'imprimerie de I'Ecole polytechnique ¢ Dépét légal : 3e trimestre 2003 N° ISBN 2
— 7302 — 1060 — 1 - https://www.editions.polytechnique.fr/files/pdf/EXT_1257_4.pdf

[20] Grégory Ginot: Groupes et Algébres de Lie - Université Pierre et Marie Curie, Master de
Mathématiques, 2014-2015 - https://webusers.imj-prg.fr/~gregory.ginot/GL/GAL_2015.pdf

[21] Michel Goze : Algébres de Lie : classifications, déformations et rigidité, geometrie différentielle -
Novembre 2, 2018, Cours donné a 'ENSET d’'Oran en novembre 2006 durant la cinquiéme Ecole de
Géomeétrie différentielle et Systémes Dynamiques ; arXiv:0805.0468v1 [math.RA], 5 mai 2008

https://arxiv.org/pdf/0805.0468.pdf
[22] M. A. Naimark, A. |. Stern : Theory of Group Representations, Springer, 1982
[23] Appel Wallter : Mathématiques pour la physique et les physiciens — H & K editions 2005

[24] F. Delduc : Introduction aux Groupes de Lie destinée aux physiciens, Laboratoire de physique de
I'ENS Lyon, septembre 2008 - http://perso.ens-lyon.fr/francois.delduc/Groupes_2008.pdf

[25] Michéle Audin : Topologie : revétements et groupe fondamental - Institut de Recherche Mathématique
Avancée, Université Louis Pasteur et CNRS, Url : http://www-irma.u-strasbg.fr/~maudin , version du 22
septembre 2004

[26] lan Glendinning : The Bloch Sphere - European Centre for Parallel Computing at Vienna, QIA
Meeting, TechGate, February 16, 2005 - http://www.vcpc.univie.ac.at/~ian/hotlist/qc/talks/bloch-sphere.pdf

[27] Christophe Desmonts : Géométrie spinorielle et surfaces de R3 — Université de Lorraine, Mémoire de
Master, Sujet proposé et encadré par M. Oussama Hijazi, Professeur a I'Institut Elie Cartan de Nancy
(IECN), septembre 2012 - https://www.theses.fr/187871086

[28] Manon Ruffini: Legon 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie.
Orthogonalité, isotropie. Application.
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~mruffini/Files/Other/ruffini_memoire.pdf

[29] Pierron Théo : Topologie algébrique, ENS Ker Lann
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tpier758/cours/topa.pdf

[30] P. Pansu : Groupe fondamental, revétements — 4 avril 2007
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~pansu/web_maitrise/revetements.pdf

[31] Alexandru Oancea: Notes de cours de Topologie algébrique : Fibrés vectoriels et classes
caractéristiques - Université Pierre et Marie Curie, Master de mathématiques fondamentales, 2éme
année, https://webusers.imj-prg.fr/~alexandru.oancea/2016-M2-TOPO-ALG/topo-alg-2016.html , 22
novembre 2016

[32] Basile Pillet. Géométrie complexe globale et infinitésimale de I'espace des twisteurs d’une variété
hyperkéahlérienne. Géométrie symplectique [math.SG]. Université Rennes 1, 2017. Frangais. NNT :
2017REN1S021. Tel-01624829 - https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01624829/document

[33] Daniel Lévy : Homotopies et application a I'étude des R-algébres en dimension finie - Concours 2012
https://ai.stanford.edu/~danilevy/pdf/Tipe.pdf

[34] Geoffroy Horel : Topologie algébrique - Ecole Normale Supérieure, année 2019-2020
https://geoffroy.horel.org/Topologie %20alg%C3%A9brique.pdf

[35] Romain Siméon : Classification des surfaces compactes - Travail d’Etude et de Recherche, M1
mathématiques générales, Année universitaire 2018 — 2019 ; tuteur : Deraux Martin

https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~M1maths/fichiers/ TER%20Simeon%20Romain%20Classification

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 193/194


http://fred.elie.free.fr/
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01624829/document
https://webusers.imj-prg.fr/~alexandru.oancea/2016-M2-TOPO-ALG/topo-alg-2016.html
https://www.theses.fr/187871086
http://www-irma.u-strasbg.fr/~maudin

%20surfaces%20Deraux.pdf

[36] Jean-Baptiste Campesato et Agnés Marchand : Groupe fondamental et revétements - Mémoire de
M1, 10 mai 2011, mémoire sous la direction de M. Ingo Waschkies
http://www.math.toronto.edu/campesat/docs/memoire.pdf

[37] Daniel Perrin : Cours d'algebre, Ellipses, 1996.

[38] Johan Ernest Mebius : A matrix—based proof of the quaternion representation theorem for four-
dimensional rotations - September 2004, arXivimath/0501249v1 [math.GM]

[39] Thomas Haettel : Introduction a la théorie géométrique des groupes - Cours de Master 2, année
2016-2017, Université de Montpellier - https://imag.umontpellier.fr/~haettel/TGG.pdf

[40] Sophie Lejeune : Introduction a la théorie des revétements et applications - M2 MFA, Université de
Poitiers, Année universitaire 2012 — 2013, Professeur référent : M. Nadir Matringe
http://nuxeo.edel.univ-poitiers.fr/nuxeo/site/esupversions/ceab57aa-2552-48e3-8357-b5bcbd95564a

©Frédéric Elie — http:/fred.elie.free.fr, juin 2020 - page 194/194


http://fred.elie.free.fr/
http://nuxeo.edel.univ-poitiers.fr/nuxeo/site/esupversions/ceab57aa-2552-48e3-8357-b5bcbd95564a

