Frédéric Elie on ResearchGate

Le vide quantique et ses fluctuations

Frédéric Elie
avril 2021

Copyright France. cam
La reproduction des articles, images ou graphiques de ce site, pour usage collectif, y compris dans le cadre des études scolaires et
supérieures, est INTERDITE. Seuls sont autorisés les extraits, pour exemple ou illustration, a la seule condition de mentionner
clairement I'auteur et la référence de I'article.

« Si vous de dites rien a votre brouillon, votre brouillon ne vous dira rien ! »
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Abstract :

La conception du vide, en mécanique quantique, est trés différente de celle de la physique classique : elle met en
ceuvre I'énergie du « point zéro », état quantique fondamental correspondant a I'absence de quanta, et comme
conséquence du principe d'incertitude de Heisenberg qui est un des fondements du formalisme quantique, le
concept de particules virtuelles. Les conséquences de l'existence du vide quantique, s'il venait a faire I'objet
d'expériences cruciales prouvant définitivement sa réalité, sont multiples, de I'échelle nanophysique jusqu'aux
échelles cosmologiques puisque, dans le Modéle Standard cosmologique, I'énergie du vide serait associée a la
constante cosmologique. Les principaux effets qui sont considérés comme manifestation du vide quantique sont
I'effet Casimir, le décalage de Lamb, et d'autres effets. Le rayonnement des trous noirs, établi par Stephen
Hawking, impliquerait aussi le rle du vide quantique... Dans le présent document il n'est pas possible d'évoquer
toute la richesse des études sur le sujet. Il se donne comme objet de présenter quelques outils techniques qui
interviennent dans la théorie : opérateurs de création et d'annihilation, perturbations de I'hamiltonien des champs,
diagrammes et intégrales de chemin de Feynman, états virtuels ; auparavant une présentation succincte du
concept de vide quantique et de ses effets est donnée dans les chapitres introductifs.
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1 - Le vide quantique
1.1 - L'énergie du point zéro

Le vide quantique regroupe les états fondamentaux des champs d'interaction en I'absence de particules
de matiere (fermions). Dans le modéle standard des interactions il s'agit des champs:
électromagnétique, électrofaible (bosons de Higgs), de jauge et de fermions.

Les champs sont des superpositions de modes d'oscillation, de différentes pulsations w = 2mv (v est la
fréquence), sur des niveaux quantifiés nw, ou n est un entier. On montre que les différents modes
peuvent étre assimilés a ceux d'oscillateurs harmoniques et que, en appliquant les principes de la
mécanique quantique (notamment la non commutation des opérateurs impulsion p et position x, a
l'origine des inégalités de Heisenberg), leurs énergies sont, pour chaque pulsation :

1
En—hm(5+n) (1.1)
L'état fondamental, pour chaque mode du champ, correspond a n = 0 ; son énergie, appelée énergie du
point zéro, n'est pas nulle mais égale a Eo = 1/2.7iw (avec i = h/21, h = 6,62606876.102* J.s constante
de Planck). Le vide quantique contient donc de I'énergie, et méme, a priori, beaucoup d'énergie puisque
les pulsations ne sont pas supérieurement bornées. Mais cette énergie n'est pas utilisable pour diverses
raisons :

- Pour chaque oscillateur au niveau fondamental, cette énergie est la plus petite possible : son extraction
demande alors une énergie extérieure qui lui est au moins égale.

- Par suite des inégalités de Heisenberg (ou principe d'incertitude), elle subit des fluctuations par
lesquelles peuvent émerger puis disparaitre des particules virtuelles. L'apport d'une énergie extérieure
en vue d'une utilisation de I'énergie du vide agirait sur ces fluctuations, dans le sens d'une augmentation
de l'instabilité, et pour retrouver son état d'équilibre stable le vide retournerait vers un nouvel état de
point zéro.

- Aux échelles étendues, sur des grands volumes d'espace, les énergies des fluctuations du vide autour
du point zéro (et non les énergies du point zéro qui constituent le vide quantique) deviennent
négligeables. En effet, par exemple en électrodynamique quantique, on montre que I'énergie moyenne
du point zéro correspondant a un oscillateur du champ électromagnétique dépend du volume V dans
lequel il est confiné selon :

2_ ho
"2, (12)

(€0 = 8,854187817... F.m! permittivité du vide). La relation (1.2) signifie qu'aux échelles macroscopiques
I'énergie moyenne est négligeable puisque sur de grandes échelles les fluctuations s'annulent
mutuellement.

Cependant I'énergie moyenne des fluctuations du vide quantique entraine des effets a I'échelle
microphysique observables, comme :

- L'effet Casimir, qui sera décrit succinctement plus loin (chapitre 3) ;

- Des photons émis spontanément par des atomes ;

- Echange de particules virtuelles, non directement observables, qui empruntent de I'énergie au vide, et
sont vecteurs des interactions entre les particules élémentaires, qui sont, elles, observables ; ce sont par
exemple les photons virtuels échangés entre deux particules chargées lors de leur interaction
électromagnétique. Suite aux relations d'incertitude, I'énergie n'est pas conservée sur un laps de temps
trés court, en revanche elle I'est au bout d'un temps fini parce que les particules virtuelles disparaissent
en restituant I'énergie.

- L'apparition de paires particules-antiparticules virtuelles, par exemple électrons-positrons, résultant de
la conservation de la charge ; tandis que I'énergie peut ne pas se conserver sur une durée trés courte
qui correspond a une incertitude d'autant plus grande sur I'énergie, la charge électrique, en revanche se
conserve toujours (car elle n'est pas impactée par les relations d'incertitude). L'apparition de paires de
particules possédant une masse au repos s'explique par I'équivalence relativiste masse-énergie E = mc?,
d'ou il résulte qu'une fluctuation d'énergie du vide produise une fluctuation de masse, sujette a
apparaitre et a disparaitre sur un temps trés court.

- Des oscillations moléculaires contribuant aux forces de Van der Waals...
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De sorte qu'a la température T = 0 K, ou pour la thermodynamique statistique classique les particules
sont supposées ne plus se déplacer, pour la thermodynamique statistique quantique, en revanche, un
minimum d'agitation subsiste a cause de I'énergie du point zéro et de ses fluctuations. Par exemple,
sous 1 atmosphére et a T = 0 K, I'hélium liquide ne géle pas a cause des fluctuations de son énergie du
point zéro.

Remarque : dégénérescence des modes propres des oscillateurs
La relation (1.1), établie pour une seule dimension d'espace, est modifiée comme suit pour les 3
dimensions d'espace :

En:hw(n+%) (1.3)

ou un méme mode propre n correspond directement aux trois modes suivant chaque dimension :

n:nx+ny+nz (1.4)

On dit qu'il y a dégénérescence des valeurs propres de l'opérateur hamiltonien de l'oscillateur :
plusieurs configurations spatiales, contraintes par (1.4), c'est-a-dire plusieurs états (ou vecteurs)
propres de l'opérateur, correspondent a la méme valeur propre de l'opérateur : elles ont méme énergie
propre. On montre que, pour un niveau d'énergie n donné, il existe gn états propres différents, ou degré
de dégénérescence :

g, =5 (n+1)(n+2)  (15)

1.2 — Particules virtuelles

m Echange de particules virtuelles lors d'interactions : Lorsque deux particules sont en interaction leur
hamiltonien H est la somme d'un hamiltonien Ho correspondant a leur état libre et d'un hamiltonien H' de
perturbation ; tandis que, en général, on sait déterminer les états propres de Ho, les états propres de H
ne sont pas connaissables de maniére exacte, mais seulement selon la procédure dite de perturbations
utilisée en électrodynamique quantique (QED) et en chromodynamique quantique (QCD). Dans cette
théorie, H' est supposé trés faible devant Ho, et I'on a (référence [14]) :

H=H0+H'

<a|H'|b> << <a|H,|b> (16)

Soient, par exemple, deux électrons, initialement suffisamment éloignés pour étre considérés libres
(hamiltonien Ho). En se rapprochant, ils entrent en « collision », c'est-a-dire interagissent par leur champ
électromagnétique : cette interaction se traduit par I'émission d'un photon par I'électron n°1, et par son
absorption par I'électron n°2, le photon étant le boson de jauge de l'interaction électromagnétique ; elle
est représentée par le diagramme de Feynman, figure 1.1 :

e'y e's e'y Y e's
y ANAN\NANNN
AVAVAVAVAVAV
e :
AVAVAVAVAVAWV,
Y

€2
figure 1.1 : diffusion de deux électrons par échange €1

d'un photon

figure 1.2 : représentation corrigée du processus de
diffusion des électrons par échange de photon
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On montre que I'échange représenté en figure 1.1 apporte une amplitude de probabilité dans les états

2
e

des électrons proportionnelle a la constante de structure fine a=m=1/137,03599976... . En
0
réalité les deux électrons, aprés avoir interagi une premiére fois par échange de photon, interagissent de
nouveau, comme le représente la figure 1.2, avec une contribution a I'amplitude de probabilité par un
facteur cette fois égal a a2, et plus généralement a” pour n interactions successives ; de sorte que
l'amplitude de probabilité des états est une série dont les termes a" sont d'autant plus petits que le
nombre d'interactions n est élevé : les interactions d'ordre supérieur sont donc trés peu probables.
Plus généralement, selon les interactions entre particules, les bosons intermédiaires échangés sont
différents : tandis qu'il s'agit des photons pour l'interaction électromagnétique, comme on vient de le voir,
pour l'interaction électrofaible (électrodynamique quantique QED) entre les leptons (exemple : électrons)
et les quarks (constitutifs de nucléons) les bosons échangés sont W et Zo, et pour l'interaction nucléaire
forte (chromodynamique quantique QCD) entre les quarks les bosons échangés sont les gluons.
Sans les relations d'incertitude de Heisenberg, le bilan d'énergie de I'échange de bosons dans la paire
de particules serait rigoureusement nul : I'énergie de la particule 1 serait diminuée de celle empruntée
par le boson émis et restituée a la particule 2 qui I'absorbe. Or les relations d'incertitude, qui s'écrivent
par exemple pour le temps et I'énergie :

St

AEAL= 2 (17)

énoncent que I'on ne peut avoir simultanément une précision infinie sur I'énergie et le temps : une
incertitude AE sur I'énergie entraine une incertitude At sur le temps inversement proportionnelle, et vice
versa. Une démonstration est proposée en annexe 2. Il faut bien comprendre ici que ces incertitudes
ainsi reliées ne sont pas causées par un degré d'ignorance statistique des détails d'une évolution d'un
systeme quantique, que des techniques plus élaborées permettraient de dépasser ; ces incertitudes ont
un caractere ontologique : elles sont inhérentes a la nature quantique des phénoménes, c'est-a-dire a
des échelles et/ou pour des relations ou les états des systemes se comprennent comme des
superpositions de possibilités affectées d'amplitudes de probabilité a priori de se réaliser. Elles ne sont
pas améliorables par la connaissance de « parameétres cachés », dont I'existence satisferait les critéres
des inégalités de Bell ; celles-ci sont violées, comme I'ont montré les expériences d'Alain Aspect et
suivantes ([15], [16], [17], [2]).

Suite aux relations d'incertitudes, la conservation de I'énergie est valable a ces incertitudes prés : sous
certaines conditions l'incertitude sur I'énergie contient, ou est égale a, I'énergie suffisante pour la
création de particules. Celles-ci sont alors dites « virtuelles ». Sans cette incertitude, la relation
d'énergie-impulsion d'Einstein appliquée a la paire de particules en interaction

E2:p202+m204 (1.8)

ne le permettrait pas (p : quantité de mouvement, et m masse propre de la particule). Dans I'exemple
simplifié de linteraction de deux électrons par échange d'un photon, figure 1.1, si l'incertitude de
I'énergie du photon est suffisante, elle peut produire une paire de particules virtuelles, électron-positron,

AE
ayant chacune une masse M ~ —2 5 . |l s'agit obligatoirement d'une paire de particules et non d'une
C

seule particule, a cause de la conservation de la charge lors des fluctuations du vide quantique, comme
eénoncé plus haut : le photon étant sans charge, le bilan de charge des particules virtuelles reste nul,
d'ou le positron (charge e*) et I'électron (charge e-), qui sont antiparticule I'une de l'autre. La masse, ou
I'énergie, des électrons virtuels produits dépend de la durée caractéristique de l'interaction t, en effet :

2 _h
AE=2 >—
mc Y (1.9)

La paire électron-positron serait produite si la durée caractéristique de la collision, t, est suffisamment
bréve pour correspondre a la masse de deux électrons (masse d'un électron me = 9,109389.10-31 kg),
puisque les antiparticules ont toujours méme masse. Au-dela ce cette durée les particules virtuelles
disparaissent. Le processus est représenté a la figure 1.3 :
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figure 1.3 : création d'une paire électron-positron virtuels lors de la collision de deux électrons

La durée caractéristique maximale t requise pour la création de paire électron-positron, d'aprés (1.9) est
t = 6.1022 s. La distinction entre une particule réelle et une particule virtuelle réside dans leur durée
caractéristique : si une particule existe sur une durée trés grande par rapport a celle de son interaction
avec d'autres particules, alors l'incertitude globale sur le temps est trés grande et donc, d'aprés (1.7),
I'incertitude sur son énergie est quasi nulle : la précision sur son énergie est trés grande ; dans ce cas, la
particule est considérée comme réelle. A linverse, si la durée caractéristique de la particule est de
l'ordre de celle de l'interaction, l'incertitude sur son énergie est grande : la particule est considérée
comme virtuelle. On voit bien ici le caractére quelque peu arbitraire de la distinction entre une particule
réelle et une particule virtuelle. Mais les conséquences théoriques ne sont pas neutres : I'apparition et la
disparition incessante et stochastique de particules virtuelles dans le vide quantique, en tant qu'état
fondamental ou point zéro, entrainent la divergence des intégrales qui interviennent dans le calcul des
amplitudes de probabilité. C'est le probléme des infinis dans les théories des perturbations utilisant des
décompositions du type (1.6), et sa méthode de résolution est appelée « renormalisation ». Celle-ci
consiste a définir les constantes de couplage associées aux interactions de maniére a supprimer ces
divergences, ce qui, techniquement, revient a introduire I'échelle du processus d'interaction dans ces
définitions, et ainsi les « constantes » de couplage ne sont plus... constantes. Pour qu'une théorie des
champs soit renormalisable, il faut et il suffit que les divergences qui affectent les diagrammes de
Feynman représentant les suites d'interaction des particules puissent étre traduites a l'intérieur méme
des propriétés intrinséques des particules telles que leur masse, constante de couplage, etc.

Les théories de jauge dont nous avons parlé entrent dans ce critére : QED (interaction des particules
chargées, boson de jauge : photon, toutefois moins concernée par la renormalisation du fait de la
convergence évoquée plus haut), QCD (interaction entre quarks, boson de jauge : gluon), électrofaible
(groupes de symétrie SU(2)xU(1), bosons de jauge : Z et W), nucléaire forte (interaction entre nucléons,
boson de jauge : méson 1T ou pion, dont la masse m et la portée d'interaction ro sont reliées par la
formule de Yukawa : mc2 = ic/ro = 100 MeV; cette théorie est devenue une conséquence de la QCD)

(figure 1.4) (voir [18], [14]).

\/photon virtuel y < \

n boson virtuel W-

interaction électromagnétique interaction nucléaire faible
quark bleu quark vert n
gluon virtuel méson T virtuel
) n
quark vert quark bleu
interaction nucléaire forte interaction entre nucléons

figure 1.4 : exemples d'interactions relevant de la théorie des champs de jauge renormalisables :

— interaction électromagnétique entre 2 électrons avec échange de photon virtuel

— interaction nucléaire faible entre un neutron et un anti-neutrino avec échange du boson virtuel W-, donnant
un proton et un électron (conversion d'un neutron en proton)

— interaction nucléaire forte entre un quark « vert » et un quark « bleu » avec échange d'un gluon virtuel,
donnant 2 quarks échangeant leur couleur

— interaction nucléaire entre un proton et un neutron avec échange d'un méson pi virtuel, donnant un
échange du porteur de charge.
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On observe, indirectement, la création et la disparition des particules virtuelles lors des interactions dans
les accélérateurs de particules, comme par exemple des gerbes de particules lors des collisions
d'électrons, plus massives que les électrons, sur des durées trés courtes. Si, dans un atome, un électron
passe d'un niveau d'énergie de nombre quantique n a un niveau d'énergie supérieure de nombre
quantique n' > n, il se trouve dans un état moins stable que I'état initial. Il tend alors a retrouver I'état
stable en émettant un photon d'énergie égale a la différence des niveaux : E:(n '—n)h(o ; mais
cette transition est sous I'hypothése d'une durée infinie a laquelle correspond, par les incertitudes de
Heisenberg, une précision infinie sur I'énergie. Si la durée de présence de I'électron au niveau n' est trés
courte, c'est-a-dire si son état est trés instable, alors l'incertitude sur I'énergie sera d'autant plus grande
et sera accompagnée de photons virtuels, d'énergie plus grande que E, dont l'existence se traduit par
I'élargissement des raies spectrales ; I'énergie sera au moins égale a 7/2t, et I'élargissement des raies
au moins égal a An = 1/(2wt), ou t est la durée du processus.

Remarque : portée des interactions fondamentales et bosons intermédiaires :

Sans utiliser le formalisme de la théorie quantique des champs (ou « seconde quantification » [2]), on
peut évaluer la forme des interactions en tant qu'échanges de bosons intermédiaires ('), par exemple
pour l'interaction électromagnétique et retrouver la forme du champ en 1/r? :

Deux électrons distants de r sont en interaction électromagnétique par échange de photons virtuels. La
variation d'énergie que cet échange produit se traduit par la force électrostatique. Soit E I'énergie du
photon échangé entre les deux électrons : comme le photon virtuel parcourt la distance r en une durée
égale a t = r/c, son énergie est de I'ordre de grandeur donné par les inégalités de Heisenberg : E = 7,
soit E = nc/r. Cette énergie du photon entraine une variation d'énergie du couple d'électrons égale a
I'énergie d'interaction ; en premiére approximation elle est proportionnelle a E : Eelec = bE, ou b est la
constante de proportionnalité, et l'on a :

fic
~h—

elec

La force d'interaction est le gradient de cette énergie que I'on assimile a I'énergie potentielle
électrostatique :

F(r)——%Zb% (1.11)
qui est la force de Coulomb pourvu que I'on ait :
o2
:W:a (1.12)

ou a est la constante de structure fine. Avec (1.11) on obtient bien un comportement en 1/r?, mais pour
les bosons intermédiaires il n'est pas une conséquence du nombre de dimensions de I'espace ou ils se
propagent. Il n'a pas été besoin, ici, d'exprimer que dans un espace de dimension 3 le flux de la force
électrostatique a travers une sphére de rayon r se conserve, d'ou la loi en 1/r> en 3D obtenue en
électrostatique classique.

Pour l'interaction électromagnétique, le boson intermédiaire, le photon, est une particule dont la masse
propre (masse dans le référentiel de repos) est nulle. Mais lorsque le boson intermédiaire d'une
interaction est massif le processus est différent. C'est le cas, par exemple, de l'interaction nucléaire
forte entre nucléons, dont le boson intermédiaire est un méson (?) :

1 La précision « intermédiaires » est importante : de manicre générale, les bosons sont des particules, ou unions de particules,
de spin entier, et dont la statistique suit donc la distribution de Bose-Einstein [19]. On peut obtenir un boson par 1'union
d'un nombre pair de fermions, c'est-a-dire de particules de spin demi-entier, leur somme donnant donc un spin entier : par
exemple la paire proton-neutron (ou deuton), les paires proton-proton ou neutron-neutron (ou particules alpha)... Mais de
tels bosons ne sont pas échangés dans les interactions fondamentales, ils ne sont pas « intermédiaires » de celles-ci.
Lorsque les bosons interviennent comme particules échangées lors des interactions, ils sont dits intermédiaires ou bosons
de jauge, et sont des particules virtuelles échangées entre les fermions.

2 1l faut bien distinguer l'interaction nucléaire forte entre nucléons (ou plus simplement, interaction nucléaire forte) et
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La masse des mésons est relativement élevée : méson pi (11), mn = 140 MeV/c? méson éta (n), my =
547,45 MeV/c?, méson K, mk = 490 MeV/c?, etc. (en comparaison, pour I'électron me = 0,511 MeV/c?).
Puisqu'elle est massive, de masse propre m, la particule boson intermédiaire a pour énergie minimale
E = mc2 Sa durée d'existence, en tant que particule virtuelle, est au plus, d'aprés les relations
d'incertitudes : t = #/mc? ; le méson ne peut alors parcourir qu'une distance finie, d'autant plus courte
que sa masse est grande :

h
=ct=— .
ro=¢ - (1.13)

La portée de l'interaction ro, donnée par (1.13) est le rayon de Yukawa. Lorsque la masse des bosons
intermédiaires est grande, cette portée est trés réduite. Lorsque m = 0, comme c'est le cas des
photons, on retrouve une portée infinie de l'interaction électromagnétique. On a numériquement :

—43

_ he _ 197 (MeV fm) _3.10~* (kg.m) .
r.= = = 1.13bis
0T 2T 2 MeV) | m (kg 130

Fred a eu raison de prendre
son temps, Photon : du coup
j'ai moins d'incertitude sur
mon énergie, je n'ai pas
envie d'étre virtuel !...

Tu as vu, Méson ?
Fred parle enfin de

toi...

ou 1 fermi (fm) = 10-'> m. (1.13bis) donne les portées : pour le méson pi 1,4 fm ; pour le boson Z de
l'interaction nucléaire faible, 2.10-3 fm, etc.

De maniére générale, l'interaction de deux fermions par échange d'un boson de jauge s'écrit au premier
ordre avec un potentiel de la forme :

exp(—r/r)

Vi = *0——— (1.14)

qui fait intervenir le nombre sans dimension représentant l'intensité de l'interaction :

_ 00’ _ 00’ (MeV.fin)
r he 197 (MeV.fm)

o (1.15)

ou Q et Q' sont la « charge » des fermions, propriété de la particule par laquelle elle est sensible a
l'interaction, et donc a I'échange de bosons ; ro est la portée de l'interaction donnée en (1.13). On peut
alors résumer les interactions fondamentales ainsi :

» Interaction gravitationnelle (voir par ex. [7]) :

Boson de jauge : graviton (conjecturée), masse m = 0, spin = 2

« Charge » : masse des fermions ; interaction toujours attractive
— QG 0 'G _GMM'

G he hc

proton, et M' = me masse de I'électron, on a ag = 1042
Portée : infinie.

Intensité : ¢ ; Si M =mp=1,672623.10-27 kg = 938,27231 MeV/c? masse du

l'interaction forte, ou interaction de couleur : les deux sont des interactions entre quarks, mais la premiére a pour bosons
intermédiaires les mésons, particules massives, tandis que la seconde a pour bosons intermédiaires les gluons, particules de
masse nulle, responsables du confinement entre les quarks dans les nucléons. Cependant d'aprés le formalisme de la
chromodynamique quantique, la premiére dérive de la seconde.
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P Interaction électromagnétique :

Boson de jauge : photon virtuel, masse m = 0, spin = 1

« Charge » : charge électrique ; interaction attractive si charges de signes opposés, répulsive sinon
— Qem Q em _ . _ 62

em hic 4n soh c

proton et -e charge de I'électron. L'interaction électromagnétique est donc 1040 fois plus intense que
l'interaction gravitationnelle.
Portée : infinie.

Intensité : o ~ 1/137 constante de structure fine, avec +e charge du

» Interaction forte ou de couleur [14] :

Boson de jauge : gluon Gk ; masse m = 0 ; spin = 1 ; transforme la couleur n d'un quark g en couleur
k ; les couleurs, au nombre de 3 (« rouge » r, « bleu» b, « vert » g), sont des nombres quantiques
associés a différents états des quarks liés a leurs « saveurs » f (il y a 6 saveurs : « up » u, « down » d,
« strange » s, « charm » ¢, « bottom » b, « top » t et leurs opposées), ce qui donne 6 représentations
de quarks :

u d s c t b

r r r r r r
=u ,down , strange ,charm ,top| ¢ |, bottom
q plu, d, gels, ¢, |- top|z, bl (1.16)
up d, Sp p 1y by,

et I'effet du gluon :
Grqg=q, n#k, nk=rb,g (117

soit 8 gluons puisque dans (1.17) n # k qui prennent chacun 3 valeurs possibles de couleur.

Intensité : as = 0,1134, plus élevée donc que celle de l'interaction électromagnétique, d'ou le qualificatif
de « forte ».

Portée : théoriquement infinie, mais trés limitée puisque l'interaction est attractive, de forte intensite,
proportionnelle a la distance r entre deux quarks lorsque celle-ci dépasse environ 1 fermi (v. réf. [18]).
En effet, le potentiel est de la forme (1.14) mais ou ro ne fait plus intervenir la masse du boson de
jauge, puisque celle-ci est nulle ; le développement aux premiers ordres donne :

A
V)~ 7+Br (1.18a)

ou le comportement de type coulombien et intense A/r est remplacé, au-dela de 1 fermi, par le potentiel
linéaire Br. Numériquement, I'expérience donne :

_ 150 (MeV.fm) +300 (MeV)

V)= () ) <7 (1:180)

(1.18a,b) montrent que, au-dela de 1 fm, la force F = - dV¢/dr = -B est constante et que I'éloignement de
deux quarks nécessite une énergie infinie (I'expérience de séparation conduit a une « hadronisation »
des quarks, [18]).

Un quark isolé ne peut donc pas étre observé, seules sont observables les paires quark-antiquark et
des ensembles de 3 quarks confinés, leur couleur pouvant s'annuler en devenant du « blanc » ; c'est
pourquoi le groupe de symétrie de l'interaction forte est noté SU(3)c ou groupe de couleur (pour
comprendre le role des groupes de Lie dans les symétries attachées aux interactions fondamentales
entre particules élémentaires, voir par exemple [20]).

La seule famille de particules concernées par l'interaction forte de couleur est celle des hadrons. Les
leptons ne le sont pas.

Les hadrons sont toujours constitués de quarks, et peuvent étre :

- de spin 1/2 (demi entier impair (2n+1)/2) : ce sont alors des baryons, formés de 3 quarks qqq ; sont de
cette sous-famille le proton, neutron, et bien d'autres (tableau 1.1) ;

- de spin entier pair 2n : ce sont alors des mésons, formés d'un quark et anti-quark g g ; le méson pi
et bien d'autres sont de cette sous-famille (tableau 1.1) ; ils sont décrits par I'équation de Klein-Gordon
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pour des champs scalaires réels ou complexes.

Les quarks, constitutifs des hadrons, sont de spin 1/2, et leur charge est Q = +2/3 pour les quarks
« up », « charm », « top », et Q = -1/3 pour les quarks « down », « strange », « bottom ».

Les leptons sont de spin 1/2, ils sont considérés « élémentaires » (pas de structure interne) ; ils ont une
charge électrique négative ou nulle : électron (e-), muon (u-), tau () sont de charge négative -e, et les
neutrinos qui peuvent leur étre respectivement couplés, ve , vp , v , sont électriquement neutres.
L'évolution des états de ces particules est décrite par I'équation de Dirac éventuellement associée a
celles de I'électromagnétisme, et ces particules, ainsi que les doublets (leptons chargés / neutrinos)

e . - . .
ui est stable, et | Y , (T ) ui sont instables
(Ve) ) (VM) ve)

sont concernés par l'interaction électrofaible.

Le tableau (1.1) récapitule les types de particules élémentaires reconnus dans le modéle standard ; il
mentionne alors aussi les bosons de jauge intervenant dans les interactions électromagnétique, forte
de couleur, électrofaible.

famille sous-famille spin Exemple de particules Champ, interaction
Baryons = qqq (2n+1)/2 | nucléons: proton p*, neutron n® interaction nucléaire forte et
AN E QE, etc. interaction
forte de couleur
hadrons : :
Mésons = 2n pions 119, 11, kaons KO, K¥, y, | décrits par éq. de Klein-Gordon
qq DY, BO, n, etc. (champ scalaire),
interaction forte de couleur
leptons 1/2 électron e-, muon J-, tau T décrits par éq. de Dirac,
neutrinos ve , vy , Ve interaction électromagnétique
et leurs doublets
photon y transmet le champ
électromagnétique
gluons gk (k=1,...,8) transmet l'interaction forte de
bosons de 1 couleur
jauge Z0, W+ transmet l'interaction
électrofaible ;
ces bosons sont décrits par le
champ de Proca hors interaction

tableau 1.1 : famille des particules et les interactions fondamentales (hors gravitation) selon le modéle standard

» Interaction nucléaire forte (interaction entre nucléons) :

Boson : La théorie qui décrit cette interaction n'est pas une théorie de jauge, a la différence de la QCD,
car les vecteurs de l'interaction sont des mésons, hadrons formés d'un doublet quark-antiquark, et de
spin 2n (se sont donc des bosons mais pas de jauge, de structure non élémentaire). Les mésons, qui
sont des hadrons, sont échangés entre des hadrons.

« Charge » : l'interaction se traduit encore par un changement de couleur, mais avec possibilité de
saveurs différentes.

Intensité : environ 1, donc cent fois plus forte que l'interaction électromagnétique.

Portée : puisque l'interaction implique des quarks, qui sont nécessairement confinés par l'interaction
forte de couleur, elle diminue rapidement en intensité en-dehors du domaine de confinement, de la
méme maniére qu'un dipdle électrique produit un champ décroissant en 1/r3, de plus courte portée que
le champ en 1/r2 que produirait une charge isolée. Elle est ainsi analogue a une force de Van der Waals
responsable de la cohésion de certaines molécules (voir par exemple [21]). En définitive, le modéle de
l'interaction nucléaire forte est une dérivée de l'interaction forte de couleur puisqu'elle met en scéne les
quarks qui échangent des gluons, et elle tend a ne plus étre considérée comme une interaction a part
de la QCD.

» Interaction électrofaible :
Les particules de matiére sont toutes concernées par l'interaction électrofaible décrite dans la QED :
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quarks, hadrons, leptons, quelle que soit leur charge (théorie de S.L. Glashow, S. Weinberg, A. Salam).
L'interaction électrofaible, lorsqu'elle est au niveau du noyau atomique, est responsable de la
radioactivité 3.
Bosons de jauge : W*, W- (chargés) et Z9 (neutre), trés massifs :

mw = 80,22+10,26 GeV/c?

mzo = 91,173+0,020 GeV/c?
L'échange de ces bosons permet la transformation des neutrinos en électrons et inversement. Cet
échange se traduit par des courants chargés. On montre aussi que le neutrino peut interagir avec
d'autres particules sans changement de charge, par échange du boson Z9 ce qui correspond a des
courants neutres effectivement confirmés par I'expérience. Pour expliquer la masse élevée des bosons
de jauge, la théorie introduit le boson de Higgs, qui permet de donner une masse a un boson de jauge
par un champ caractérisé par des brisures de symétrie (champs de Higgs) ; elle conduit aux relations
entre ces masses et l'angle de Weinberg 6w qui intervient dans la combinaison des bosons donnant
d'autres bosons :

_37,3GeV _ 37,3GeV

w sinf, et mZO_sinOWCOSGW (1.19)

que l'expérience a confirmées avec sin’ 8,,=0,232 . Le boson de Higgs a été découvert en 2012, au

moyen du détecteur CMS de I'accélérateur de particules LHC a Genéve ([22], [23]).

Intensité : environ 1/30, trés faible, ce qui justifie le nom de l'interaction.

Portée : trés courte, selon (1.14), puisque les bosons de jauge sont trés massifs ; sur leur courte durée
de vie de 1024 s les bosons parcourent seulement 10-1® m ; la portée (1.13bis) est trées courte 108 m ;
ces données font que les bosons de jauge de linteraction électrofaible ne sont pas directement
observables, mais révélés par l'intermédiaire des processus de désintégration.

m Interaction entre particules réelles et particules virtuelles, intégrales de chemin de Feynman (*) :

On montre que le formalisme de la mécanique quantique peut étre retrouvé a partir des intégrales de
chemin de Feynman. Celles-ci permettent de décrire la propagation, ou I'évolution, d'un systéme quan-
tique, par exemple une particule, comme un ensemble d'états intermédiaires dont le nombre n'est pas li-
mité a priori, affectés d'une certaine probabilité. Techniquement, les états intermédiaires sont représen-
tés par des fonctions d'onde et sont reliés par un propagateur sur un déplacement infinitésimal dans I'es-
pace et dans le temps. L'évolution totale du systéme s'exprime comme l'intégrale du propagateur agis-
sant sur la fonction d'onde d'un état initial, ce que I'on appelle intégrale de chemin, et contenant tous les
états intermédiaires possibles. A partir de ce formalisme, on retrouve d'ailleurs la propriété de non-sépa-
rabilité de la mécanique quantique dont le paradoxe EPR et l'intrication quantique sont des exemples de
conséquences.

En Annexe 3 on montre la correspondance entre les intégrales de chemin de Feynman et les descrip-
tions du formalisme de Schrédinger et de celui de Heisenberg, tous deux équivalents, fondés sur le prin-
cipe qu'une variable dynamique est déterminée par I'action d'une observable (opérateur) sur une fonc-
tion d'onde. L'équation de Schrddinger, a la base de la mécanique quantique classique, illustre le cas ou
I'observable est I'énergie (opérateur associé a I'hamiltonien), et peut étre obtenue par une traduction on-
dulatoire de la mécanique, analogue a la traduction de l'optique géométrique en optique ondulatoire ; a
la différence prés que, en mécanique quantique (traduction ondulatoire de la mécanique classique) les
trajectoires sont dans I'espace de configuration et non plus dans I'espace ordinaire. Cette traduction im-
plique d'écrire I'onde quantique avec une phase directement liée a I'action hamiltonienne.

S'agissant des particules virtuelles, la conjecture de Feynman, a la base des intégrales de chemin, intro-
duit la possibilité de traiter des états intermédiaires infinitésimalement proches dans le temps et I'espace,
donc auxquels correspondent, par suite des incertitudes de Heisenberg, des variations d'énergie ou
d'impulsion associées a des masses de particules virtuelles.

m Réle éventuel de I'énergie du vide dans la constante cosmologique

Une présentation succincte du rble de la constante cosmologique dans la structure et la dynamique de
l'univers a été proposée en référence [25] : dans le modéle cosmologique standard, il est attribué au
vide quantique et a ses fluctuations, par l'intermédiaire de ce que I'on nomme « énergie sombre ». La
présence de la constante cosmologique semble nécessaire pour expliquer I'accélération de I'expansion
de l'univers.

3 Voir par exemple réf. [2].
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Pour une analyse détaillée des questions soulevées par la constante cosmologique et son lien éventuel
avec I'énergie du vide, consulter par exemple réf. [4], chapitre 12.

1.3 — Probléme de I'énergie totale du vide quantique

Chaque mode, défini par une fréquence v = w/21, posséde un niveau d'énergie fondamentale, ou éner-

gie du point zéro, égale a Eo = 7iw/2, correspondant a n = 0 dans (1.1). Pour un seul mode, cette énergie
est trés faible. Mais le vide quantique, ou vrai vide, contient toutes les énergies du point zéro de tous les
modes des systémes quantiques pouvant exister dans 'univers. Le nombre de modes N par unité de vo-
lume est tres élevé : on montre qu'il augmente selon dN/dw o« w2, et par conséquent la densité spectrale
d'énergie par unité de volume croit comme w3.

Si les modes n'étaient pas supérieurement bornés, on aurait alors une énergie totale du vide théorique-
ment infinie. Ce n'est pas le cas : compte tenu des inégalités de Heisenberg, l'intervalle de temps corres-
pondant, qui devrait dans ce cas étre nulle, est bornée inférieurement par le temps de Planck, qui cor-
respond a I'échelle théorique ou toutes les interactions fondamentales, y compris gravitationnelle, se-

Gh _
raient unifiées, tp:\/—5=5,391247(60).10 s (voir par exemple [25]), soit une fréquence maxi-

C
male vmax = 1,9.1043 Hz.
On montre alors que la densité d'énergie totale du vide quantique devrait étre égale a 110 fois I'énergie
contenue dans le volume du Soleil, ce qui est tout de méme énorme. Pourtant, une telle densité d'éner-
gie dans l'univers semble échapper aux observations ; la constante cosmologique, si elle est expliquée

par I'énergie sombre, devrait avoir une valeur trés grande, or elle est faible : pAN(10_3eV)4

Le probléme, encore ouvert, consiste a comprendre comment I'énergie totale du point zéro peut-elle étre
compensée, par quels processus physiques d'énergies opposées, pour arriver a une valeur aussi faible
de la densité d'énergie sombre ? Car 'observation montre que l'univers actuel est trés proche de sa den-
sité critique, ce qui veut dire que l'expansion serait alors quasiment compensée par la gravitation, et
donc la courbure de l'univers serait quasi nulle. Et d'un autre cbté, I'existence d'une énergie du point zé-
ro semble bien étre mise en évidence avec notamment I'effet Casimir, ou le décalage de Lamb, et bien
d'autres observations comme, par exemple dans [26]. Une littérature abondante existe sur cette ques-
tion, et une bonne introduction sur le sujet peut étre trouvée en réf. [9].

2 — Fluctuations du vide quantique
2.1 - Effets du vide quantique en tant que fluctuations du champ électromagnétique

On a vu que les fluctuations du vide quantique s'accompagnent de la création et de la disparition de
particules virtuelles, massives (comme des électrons-positrons virtuels) ou non (comme des photons
virtuels). Mais ces particules virtuelles ne sont pas directement observables car leur apparition et
annihilation sont quasiment instantanées ; seuls sont observables leurs effets. Parmi ceux-ci, on a déja
mentionné l'effet Casimir et I'effet Lamb, mais d'autres effets ont aussi été observés (v. par ex. [27]) :

» Effet Casimir : deux miroirs plans se faisant face, placés dans le vide, subissent une force attractive
que I'on peut attribuer a une sélection de modes de fluctuations du point zéro entre la cavité séparant les
miroirs et le restant du volume (voir paragraphe 3) (v. [1], [12], [28], [29], [30], [31], [32]...).

» D'autres effets, liés a I'effet Casimir ou voisins de celui-ci, ont été observés : un miroir en mouvement
oscillatoire dans le vide subit une force de dissipation [33], une cavité entre deux miroirs oscillant selon
des modes spéciaux produit une amplification du mouvement et du rayonnement [34], etc. Les « bruits »
des photons dans le vide sont aussi révélateurs des fluctuations de celui-ci [40].

» Des dispositifs mis en ceuvre par VIRGO (en ltalie) et LIGO (aux Etats-Unis), utilisant des faisceaux
lasers de grande précision et des miroirs de 40 kg refroidis dans le vide, destinés a détecter des ondes
gravitationnelles, ont mis en évidence directement des fluctuations du vide quantique sur une distance
de 1020 m, v. [35].

» Une équipe de ETH Zurich a mis en évidence la modification de la lumiére entre des atomes d'un
cristal super froid due au vide quantique qui les sépare, a divers instants et positions : le spectre du
champ électromagnétique a son niveau fondamental (état zéro) a ainsi pu étre établi (v. [36]).

» Des chercheurs de I'UC Berkeley ont mis en évidence le transfert thermique dans le vide entre des
membranes de nitrure de silicium recouvertes d'or séparées de quelques centaines de nanomeétre : le
chauffage d'une membrane a produit celui de I'autre (v. [37], [38]).

» Dans un article de 1998, K. Scharnhorst (Humboldt University Berlin), considérant que l'interaction
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entre un photon réel et des photons virtuels émergeant du vide quantique devrait conduire a une
variation trés bréve de la vitesse du photon réel, arrive a la conclusion que la vitesse de la lumiere dans
le vide n'est pas rigoureusement constante (v. [39]). Ceci semble contredire le principe adopté par la
relativité d'Einstein : mais aux échelles quantiques, de toutes fagons, la Relativité se trouve en butte aux
inégalités de Heisenberg, situation qui, depuis des décennies, est responsable de la difficulté d'unifier,
dans une théorie englobante, la gravitation et le formalisme quantique des interactions. A ce sujet, une
synthése des difficultés rencontrées actuellement en physique concernant la cosmologie, I'énergie du
vide quantique, les trous noirs et l'unification des interactions est présentée dans [10] (J-P. Luminet).

2.2 - Décalage de Lamb ([41], [42], [43]) :

Les deux niveaux électroniques 2S1/2 et 2P12, rattachés au niveau de nombre quantique principal n = 2,
de I'atome d'hydrogéne ont méme énergie selon la théorie de Dirac de I'électron. Cependant W.E. Lamb
et R. Retherford, en 1947, observérent un décalage du spectre (dédoublement des raies d'émission de
ces niveaux) (fig. 2.1). traduisant une différence d'énergie entre ces niveaux : intervalle d'environ 1 GHz.
C'est Hans Bethe qui expliqua le premier cet effet par l'interaction de I'électron avec le vide quantique.
Les fluctuations du vide quantique créent, entre autres particules, des paires électron-positron virtuelles.
L'électron réel de I'atome d'hydrogéne interagit un bref instant avec le positron de ces paires, ce qui
entraine une trés faible modification de son orbite, observable par le décalage spectral entre les deux
niveaux d'énergie ([42], [44]).
Sans entrer dans les détails de la QED, on montre (v. [45]) que I'écart d'énergie entre les niveaux 2S1,2
et 2P1,2 produit par les fluctuations du vide s'explique, en premiére approximation, par :

— La présence de fluctuations quantiques E'(r,t) du champ électrique : elle entraine une fluctuation

de la position r du centre de masse de I'électron, puisque :

2
md—;zeE'(r,t)
dt

— L'électron se déplace, sous l'effet des fluctuations du vide, a l'intérieur d'un domaine, supposé
sphérique de rayon r', avec ”:"0""" (ro position moyenne de I'électron en présence du seul
champ coulombien non perturbé).

— La position fluctuante moyenne de I'électron étant nulle, < r' > = 0, le potentiel électrique moyen
total est :

<V>:V(r)+%<r’2>V2V(r) (2.1)

— La position fluctuante moyenne vérifie :

ho & ¢ &Pk n_26%m ., M
) 3T 33 230 (22
2m”" (2m) gpc k™ mwm c” Yo

<r

- ou 7\.C=h/mc longueur d'onde Compton de I'électron de masse m, ao rayon de Bohr

A
a.=—1 =ZC_55918.10 ' m
0 mca «

2
e

1 ,
o= ~ i
avec ps soh c 137 constante de structure fine
De (2.1) et (2.2) on déduit que les fluctuations du vide apportent un terme supplémentaire au

potentiel électrique coulombien, donné par :
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qui induit une perturbation a I'ordre 1 de I'énergie, sous forme d'un décalage, égale a :

4etn >Mc 2
AE=<y|V [Y>=—F—In—-. w(0)| (2.3)
QED 237 4
3m-c 0
: on d y WP~ gouun de
Y étant la fonction d'onde de I'électron, avec 3 ,d'ou un décalage AE = 1 GHz.
4
Energy
| 3Ds
=3
n=3 Y 3P3g, 3Da
35,4, 3Py, 30,
2Py 177MHz
n= - - |—
._ 255 _l_:D.It- I‘-.-‘IHZzi 3
251 2P, Pz
435 GHz
n=1 =1
1.2 MHz
ei_z GHz T
1.4 GHz
1S,
Bohr Dirac Lamb T hfs
QED proton  proton
siZe spin

figure 2.1 : différents niveaux d'énergie de I'atome d'hydrogene selon les modéles : par rapport a la théorie de
Dirac des électrons, ou les niveaux 2S1/2 et 2P1/2 sont identiques (colonne « Dirac »), la QED explique le décalage

entre ces deux niveaux (colonne « Lamb » par l'interaction avec les fluctuations du vide (réf. [42])

2.3 - Rayonnement de Hawking ou évaporation des trous noirs

Au voisinage d'un trou noir I'énergie gravitationnelle est élevée au point d'augmenter les fluctuations du
vide, avec création de paires de particules-antiparticules virtuelles. En I'absence de trou noir celles-ci
finissent par s'annihiler. En présence de trou noir, elles peuvent étre séparées avant l'annihilation : I'une
reste en-dehors, l'autre franchit I'horizon du trou noir et est absorbée par lui. C'est « I'effet de marée »

gravitationnelle au voisinage d'un trou noir.

En termes de bilan d'énergie, la particule virtuelle qui échappe a l'extérieur posséde une énergie positive
qui contribue au rayonnement émis par le trou noir, tandis que la particule virtuelle qui est absorbée par
le trou noir apporte a celui-ci une énergie négative, interprétée par une diminution de sa masse : au final,

le trou noir « s'évapore » [47] (rayonnement de Hawking) (figure 2.2).
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figure 2.2 : Principe du rayonnement de Hawking (d'apres [46])

Stephen Hawking (Crédit : GrayWizard.net)

D'aprés le théoréme de « calvitie » du trou noir (W. Israel, D.C. Robinson, B. Carter, R. Penrose, R.
Ruffini, voir [48], [10]) les trous noirs statiques se caractérisent par uniquement trois grandeurs : la
masse M, le moment angulaire J, et la charge électrique Q. Il s'ensuit que, lors de I'effondrement d'une
étoile en trou noir, une trés grande quantité d'information est perdue : différents types de matiére, de
charges, de moments multipolaires, etc. Toutes les informations physiques, exceptées (M, J, Q), sont
« avalées » par le trou noir, vu depuis un observateur extérieur. Cette perte d'information doit alors
correspondre a une augmentation de l'entropie du trou noir. Comme c'est au niveau de I'horizon des
événements du trou noir (*) que se produit la perte d'information, on peut s'attendre a ce que I'entropie
soit reliée a la surface A de I'horizon.

Or J. Bekenstein [49] et S. Hawking ont montré que l'entropie est proportionnelle a la surface de
I'horizon :

4 Sur le concept d'horizon, en relativité, voir par exemple [25].
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3
c k
g—__ B4 (24)

(ks constante de Boltzmann). Un probléme est alors que, comme I'a proposé Bekenstein, I'augmentation
d'entropie d'un systéme thermodynamique est associée a une température, donc le trou noir doit
rayonner de la chaleur. La température a I'horizon est inversement proportionnelle a la masse :

e 1 -8 40
= — ~ 6,17.10 °—= .
H™8nGk , M v @

ou Me masse du Soleil, dans I'hypothése d'un horizon d'un espace-temps 4D de Schwarzschild :

2
ds’=— 1_2rGTM c?d t2+%+r2(d62+sin28 dcpz)
1_
2
rc
. - - , _,. _2GM . .
ou la singularité apparait au rayon de Schwarzschild 7=7¢=—">— . D'apres (2.5) un trou noir d'une
c

masse solaire a une température a I'horizon de 6,15.10-8 K, elle augmente lorsque M diminue par
évaporation. Les relations (2.4) et (2.5) sont cohérentes avec la théorie selon laquelle, lorsque I'on prend
en compte les effets quantiques, le trou noir est en équilibre thermodynamique et rayonne comme un
corps noir. Son énergie interne, selon le premier principe de la thermodynamique (°)

dU:THdS+...

est directement reliée a la masse du trou noir, dU = c2dM, impliquant que TH doit étre directement reliée
a la « gravité de surface » (de I'horizon) :

1!

“TAom

(2.6)

ce qui est le cas, avec (2.5), comme I'a montré Hawking.

De maniére générale, la gravité de surface k varie selon le type de trou noir ; par exemple un trou noir
de Schwarzschild est tel que son rayon rs est proportionnel a la masse, comme on I'a vu. Mais plus
généralement, compte tenu du théoréme de calvitie, on a une relation de la forme :

M=f(4,J,0) (2.7)

et I'on montre que la variation de la masse du trou noir en fonction de la surface de son horizon fait
intervenir uniquement les effets de gravitation :

oM K
—=— (2.8

0A 8nG (2:8)

K représente donc la vitesse avec laquelle le champ de gravitation augmente lorsque la distance entre
une particule externe et I'horizon se réduit. Notons que, pour un trou noir de Schwarzschild, on a :

GM
K=

2
s

autrement dit k est le champ de gravitation sur I'horizon, et donc :

5 Sur des questions relatives a la thermodynamique, l'entropie des trous noirs, et son évolution, voir par exemple, références
[50] a [58].
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GM \?

2
A:4TEI’S:16J'C 7 (2.9)

L'évaporation thermique du trou noir, en tant que rayonnement d'un corps noir, devrait cependant
dissiper toute I'énergie du trou noir au bout d'un certain temps, que I'on peut déterminer comme suit :
La puissance rayonnée est donnée par la loi de Stefan :

_ 2 4

L=4nrgoTy,

2,4
T kp
60 ? i

de la perte d'énergie associée a la masse :

ol o= =5,67.10 3(Wm 2K %) estla constante de Stefan. Cette puissance est égale a celle

d 2 gy 2 4
E(Mc J=—L=—4nr,oT,

En utilisant I'expression de rs, il vient :

dM__ 1 *hd
di 15360m 2 pp2

soit un temps d'évaporation :

2
G-
o

t,=5120m M3=5120mn

JYAE
Ve tp (2.10)
p

soit :

M P
t (5)=6,6.10"——|  (2.10bis)
e M,

ou tp et Mp sont respectivement le temps et la masse de Planck :

¢ :\/@:5,391247.10‘4%
PapE

_ |he_ g
Mp_\/E_z,176434.10 ke

Un trou noir de méme masse que le Soleil s'évaporerait donc en 107 ans, ce qui est largement plus
grand que l'age de l'univers observé actuellement (~ 13,7.10° ans). L'entropie correspondante serait de
l'ordre de 1078 JK-1; en termes de nombre de configurations internes possibles d'obtenir un tel trou noir,
cela équivaut a une quantité d'information gigantesque : de I'ordre de 109 bits d'information dans 1 cm?
de surface d'horizon.

On a vu qu'un trou noir stellaire, de masse égale a celle du Soleil, a une température Tn = 6,15.10-8 K,
donc tres faible devant celle du fond diffus cosmologique Tcme ~ 2,7 K [25]. Avec l'expansion
cosmologique, qui semble s'accélérer, cette température diminuera et atteindra Tw au bout de 18/H
environ, ol H est la constante de Hubble actuelle (H ~ 72 km.s""Mpc-1), soit au bout de 244 milliards
d'années. Ce délai a été estimé en supposant que l'univers est en expansion isentropique, c'est-a-dire
telle que le facteur d'échelle cosmologique a(t) et la température T(t) vérifient : a(z) T (¢)=cste

avec, pour un univers de courbure quasi nulle et dont I'expansion est dominée par la constante
cosmologique : a(t)=csteXexp(H t)

Tant que TH < Tcwms le trou noir ne peut pas rayonner de I'énergie, au contraire, il absorbe du
rayonnement. Les trous noirs qui peuvent actuellement rayonner, c'est-a-dire tels que TH > Tcwms, doivent

_6,15.10°°

" Toup

avoir une masse suffisamment petite, de l'ordre de M <M MON4,5-1022kg soit la
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masse d'une petite planéte. Noter que cette masse correspond a un trou noir trés petit, d'aprées (2.9) :

2GM . S
= M —6,7.10 > m

'S min— 2
C

La formation de trous noirs aussi petits n'est pas actuellement explicable, mais on peut supposer qu'ils
aient pu exister aux eres primordiales de l'univers (ére de Planck, ére de l'inflation...) et que leur
rayonnement pourrait nous parvenir. Entre-temps leur évaporation diminuerait leur masse a environ 1012
kg, avec donc, d'aprés (2.5), une température a I'norizon de ~ 10" K. Leur rayonnement serait donc a
chercher dans le domaine des rayons gamma, mais cela n'a pas encore été observe.

L'évaporation thermique du trou noir pose un paradoxe vis-a-vis de la micro-réversibilité des états
quantiques. A supposer qu'un trou noir suffisamment petit puisse s'évaporer en un temps au plus égal a
I'age de l'univers, son information contenue dans son horizon disparaitrait complétement avec le
rayonnement thermique. Cela est contradictoire avec la propriété issue du formalisme quantique,
énoncant que l'évolution des états quantiques, suivant I'équation de Schrédinger, et plus généralement,
les intégrales de chemin de Feynman (Annexe 3) conserve l'information. Ce paradoxe est encore
aujourd'hui un probléme ouvert.

3 — Effet Casimir

3.1 — Force attractive entre deux plaques paralléles parfaitement conductrices, placées dans le
vide

L'existence de cette force, trés frequemment attribuée aux fluctuations du vide quantique, a été prévue
par Hendrik Casimir en 1948 (on verra, cependant, au point 3.2, un exemple, parmi d'autres, d'explica-
tions qui ne font pas référence a ces fluctuations).

Ces fluctuations sont principalement associées aux états zéro du champ électromagnétique ; plus géné-
ralement, pour une interaction quelconque, elles se traduisent par I'apparition suivie d'annihilation de
paires de particules-antiparticules virtuelles. Le vide quantique est une superposition de modes ondula-
toires de divers champs, pour diverses fréquences fondamentales. Pour le champ électromagnétique il
s'agit de la superposition de ses différents états auxquels sont associés les photons créés et absorbés
par le vide : dans ce cas, puisque les photons (et plus généralement les bosons) sont leurs propres anti-
particules, ce ne sont pas des paires de particules-antiparticules virtuelles qui entrainent les fluctuations
du vide, mais les photons virtuels.

Dans un espace vide non borné, la superposition de modes peut étre a priori en nombre quelconque :
aux fréquences, en nombre théoriquement infini, correspondent des modes d'oscillations pouvant
prendre des valeurs entiéres elles aussi a priori non bornées. Par contre, I'espace contenu entre deux
plaques idéales disposées en parallele dans le vide contient des modes normaux dont les valeurs maxi-
males sont limitées directement par la taille de cet espace. En conséquence, les fluctuations du vide
quantique entre les plaques sont différentes de celles de I'espace libre : on doit donc s'attendre a une
différence d'énergie du vide entre I'extérieur, ou la densité d'énergie est plus grande, et l'intérieur ou elle
est limitée, entrainant ainsi une différence de pression qui rapproche les plaques.

Hendrik Brugt Gerhard Casimir (1909—2000)
Crédits : Anefo, CC BY-SA 3.0 via Wikimedia
Commons
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Voici une maniére d'évaluer la force attractive de Casimir pour deux plaques planes idéales de surface
A, placées en paralléle dans le vide et distantes de D (figure 3.1) :

Lz E, : énergie du vide entre les
AVAYAVAVAVAV plaques
—— A>>D?2 Efr : énergie du vide dans

I lib
AVAVAVAVAVAVAYA: BNAVA IERAVAAVAVAVATAVAY A zpl-iCLi o> D2

ANN\N\NANNN

EF

ANNANNANNNY )/‘l AVAVAVAVAVAVAV

figure 3.1 : Configuration idéale de I'effet Casimir : deux plaques parfaitement lisses, conductrices, et paralléles,
avec A >> D2 placées dans le vide a T = OK, sont soumises a une force attractive attribuée aux fluctuations du
vide quantique

On verra au chapitre 4 que I'hamiltonien du champ se décompose en hamiltoniens de modes n de fré-
quence v = w/21T:

H=)H,
n

avec :

_ 1
Hn—(Nn+5)hw

avec l'opérateur nombre de quanta dans les états du mode n :
_ Tt
Nn_bn bn

ou bn* et bn sont respectivement I'opérateur de création et I'opérateur d'annihilation. Les valeurs propres
de Hn sont donc :

En=hw(n+%) , NEN

Pour toute pulsation w I'énergie fondamentale, correspondant a n = 0, est donc non nulle, ce qui est co-

hérent avec le principe d'incertitude de Heisenberg. C'est I'énergie du point zéro.

Puisque les plaques sont supposées parfaitement conductrices, dans l'espace situé entre elles, les

modes stationnaires du champ électromagnétique a une pulsation w sont contraints, suivant Ox perpen-

diculaire aux plaques, par la longueur qui les sépare D, leurs nombres d'onde sélectionnés étant :
kx:nx% , nx€N (3.1)

tandis que suivant Oy et Oz, paralléles aux plaques, les modes ont pour nombres d'onde :

_, g, T
k =n , k =n ,ny,nZEZ (3.2)

ou I'on suppose 4= LyLZ >> p?

La pulsation et le vecteur d'onde k = (kx, ky, kz) = (nx, Ky, kz) de chaque mode vérifient la relation de dis-
persion :
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w(n_k k) \/k +k +k =c n +k +k (3.3)
X y D

1
Chaque mode a une énergie du point zéro notée Eo(nx,ky,kz)zzhm(nx,ky,kz) . Dans I'hypo-

thése idéale de T = OK, I'énergie électromagnétique dans l'espace entre les plaques est alors la somme
des énergies de point zéro de chaque mode :

E= Y, E(nkk)

0
nok .k (3.4)

Comme les modes (nx, ky, kz) ne sont pas bornés, la somme (3.4) des Eo(nx, ky, kz) est divergente. Pour
lever cette difficulté, on utilise le résultat suivant : les modes de trés hautes fréquences w ne contribuent
pas a la somme parce que, a ces fréquences, tout matériau cesse d'étre un conducteur parfait : il de-
vient isolant au champ électromagnétique, c'est-a-dire diélectrique. Cela se traduit par I'existence d'une
fréquence de coupure wc qui intervient dans la somme sous forme d'une pondération de ses termes par
une fonction de coupure K(w/wc) telle que :

- régularité a I'origine : K(0) = 1
lim K7 ((Dﬂ):+oo
&

ey ol K(P) est la dérivée d'ordre p.

- coupure raide :

Un conducteur est donc parfait si wc — +< et donc K(w/we) — 1 quelle que soit w. On obtient alors la
somme finie :

oo(nx,k Jk )

— Yy _z

Ey= X Eylngk, k)K - (3.5)
nx’ky’kz C

\ . _ 2 \ iy . _
Avec I'hypothése A—LyLZ >> D" (longueurs d'onde courtes dans la cavité), (3.5) est remplacée par :

E.= fim 2“2“2Enkk)(wﬂ)

0
n LyLZ—>oo L sz k ¢

— [Q))
_nz (2n)2fEO(nx,ky,kZ)K(m—c)dkydkz
X

ou I'on a posé w = w(nx, ky, kz), soit :

- (2n2nz— e | E(n, k. kK (m%)dkydkz (3.6)

ou &x = 1/2 si nx = 0, et 1 sinon, puisque ce mode fondamental nx = 0 est le seul a ne pas étre dégénéré
(les autres modes sont doublement dégénérés). On pose k' = (ky, kz) le vecteur d'onde des modes paral-
leles aux plaques. Puisque l'intégrale dans (3.6) porte sur k' avec nx fixé, (3.3) donne :

mdchzk’dk’

avec k' = ||K'||, (3.6) donne alors :

©Frédéric Elie — http:/fred.clie.free.fr, avril 2021 sommaire - page 20/75


http://fred.elie.free.fr/

£ f27ck dk'Ey(0)K(o/o,)

+00 +00
A

= e f 2—nE0(w)K(m/u)c)wdu)

2 2
(275) n=0 o ¢
X
. . _ _emo .
ou I'on a posé u)x—(o(nx,0,0)—nxf , il vient :
+00 +00

Ey=—3 )y Exf Ey(0)K (o/o )od o (3.7)

T C =
n, 0 W,

Par hypothése, (3.7) est I'énergie du vide situé entre les deux plaques : EL Eo . Elle produit une
force donnée par :

OF +o g
L A x 2
F =——==——" —0E (0 )K(o /o)
L oD J‘CCz :OD x 0
puisque l'on a :
:— Z e Eglo JK(o /o o do
ne? n =0 ’

2.2 do  ncn® o’

(,Od(D —l’l2cj-l:dD—> 0 X__X =X

X X X D X dD D3 D

et K(w /w )1 :etdonc, avec Ey(o )==ho_

K(oox/(uc)

)C

sz

®|><

e

soit :
+ o0

SK( N
2 : l’l w (1)) (3.8)

La force due a I'énergie du vide extérieur aux plaques, dans l'espace libre, Fr, est obtenue a partir de
(3.8) en considérant D trés grand, et donc en remplagant la somme en nx par l'intégrale :

o= nhc oo(n)d 39
r 2D£ (So)dn (39)

La force résultante sur les plaques est la différence entre Fr et FL :

AF=— S ek (ST k2l g,
:O C 0 C

ou I'on a noté n = ny. En posant f(n):n3K(u)(n)/u)c) , le terme entre [...] est donné par la série
d'Euler-Maclaurin :
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S elh)-[ gle)ax=tloltele, 5 Ponemtgy Cnotl) g
k=p p m= )

ou bam sont les nombres de Bernoulli et Rr le reste a I'ordre r. Appliquée af(n)etp=0,q=+»,0na:

f(mdn===5 £+ 2010 £70) (310

S e(n) )~
n=0

De f'(0) = 0, f® (0) = 6K(0), f®)(0) = O(wc2), et puisque f(+=) = 0, il vient :
> &ln) f(n)=] fn)dn=25+0(0,?)
n=0 0

On obtient la force attractive entre les deux plaques parfaitement conductrices, a température stricte-
ment nulle (cas idéal) :
2
AF:_AW_h_C

240 G

On note que cette force de Casimir ne dépend pas de la nature des matériaux, hormis I'hypothése de
conducteurs parfaits.
L'énergie associée a cette force est I'énergie des points zéro entre les plaques, obtenue par intégration
de (3.11) :

2 he

__ 4 hc
AE= ADOD3 (3.12)

Cependant, les choses se compliquent dans les cas réels, non idéaux, ou divers facteurs intreviennent :

» Effets de la température : la température T = OK ne pouvant pas étre rigoureusement atteinte, ces ef-
fets interviennent de maniére importante dans les bilans d'énergie ; voir par exemple réf. [1], [64], [65] ...
» La géométrie des surfaces entre lesquelles ont lieu les fluctuations du vide quantique influence forte-
ment celles-ci ; on cite entre autres la force entre une plaque plane et une sphére dans le vide (théorie
de Derjaguin...), voir par ex. réf. [1], [13], [59], [65] ...

» Dans certains cas, il semble que la force de Casimir soit présente sur des distances relativement
grandes ; voir par ex. réf. [60] ...

» Par ailleurs, de nombreux auteurs décrivent diverses applications de l'effet Casimir, non en termes
d'utilisation énergétique (car on ne peut extraire de I'énergie depuis le vide quantique), mais en termes
de prise en compte dans des processus microphysiques, comme les nanotechnologies, et méme bio-
physiques (car les forces de type Casimir seraient de méme ordre de grandeur que les interactions au
niveau ou entre les structures ADN ou ARN) ; voir par ex. réf. [61], [65] ...

> ... et parmi les conséquences physiques de l'effet Casimir des études mentionnent leurs réles dans
les phénoménes critiques ; voir par ex. réf. [62], [63] ...

3.2 - La force de Casimir est-elle obligatoirement due aux fluctuations du vide quantique ?

Il existe toutefois de nombreuses études dont les conclusions mettent en doute la réalité de I'énergie du
point zéro comme énergie des fluctuations du vide. Parmi elles, certaines mettent en avant l'intervention
de la constante de structure fine a dans les interactions présentes entre structures placées dans le vide
proche de T = OK. Il ne serait donc point besoin d'invoquer une énergie propre au vide, mais d'imputer
ces interactions a des cas limites de champs de nature électromagnétique et de type Van der Waals.
Dans ce cas, puisque I'effet Casimir ne serait pas propre au vide mais attribué au cas limite ou a tend
vers l'infini, on pourrait obtenir des effets de méme nature dans des configurations autres que le vide. Ci-
tons par exemple I'étude réf. [11] ou l'effet Casimir peut étre calculé sans référence au vide et qui consi-
dére que les fluctuations du point zéro apparaissent comme une modélisation auxiliaire.

Cette analyse critique souligne aussi I'absence d'expérience cruciale démontrant la réalité des énergies
du point zéro, et donc le caractere arbitraire de l'interprétation de I'effet Casimir en tant que manifesta-
tion du vide quantique. Il ne serait pas plus nécessaire pour l'effet Casimir de recourir aux fluctuations du
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vide, que pour les autres interactions modélisées en QED (électrodynamique quantique) pour prédire
des effets représentés par des diagrammes de Feynman a une boucle : le premier comme les autres est
un cas limite ou la constante de structure fine tend vers l'infini, sans pour autant changer la nature du
champ. D'ailleurs, ce serait la situation rencontrée dans I'effet du décalage de Lamb (v. point 2.2). Des
tentatives de formaliser la QED en excluant les fluctuations du point zéro ont été faites tét, a l'inverse,
des modéles, comme celui de P.W. Milonni (1994) reposent entiérement sur ces fluctuations.

Les conséquences de la réalité ou bien de la non réalité des fluctuations du vide quantique, et de leur
énergie portée par leurs particules virtuelles, affectent la cosmologie a travers l'interprétation de la
constante cosmologique dont le réle dans I'expansion est déterminant.

Dans I'étude [11], I'auteur R.L. Jaffe fait remarquer que le caractére « universel » de la force de Casimir,
au sens ou elle fait intervenir seulement les constantes fondamentales h et c, provient du fait que I'on fait
abstraction des propriétés électrodynamiques des corps en présence, qui interviennent via le couplage
exprimé par la constante de structure fine (et donc, en particulier, de la charge) dans les plaques
conductrices. Dans les relations (3.11) et (3.12), a n'intervient pas et I'on peut l'interpréter comme le cas
limite ou il tend vers l'infini, transformant ainsi les interactions électrodynamiques en force de Van der
Waals relativistes entre les plaques. En termes de méthode de calcul, le comportement de type Casimir
s'obtient par les diagrammes de Feynman avec lignes externes, sans se référer aux fluctuations du vide.
Si l'on prend en compte qu'un conducteur posséde une pulsation de plasma wp (due aux électrons libres
dans le matériau, de densité numérique n) et une épaisseur de peau &(w), toutes deux dépendant de la
constante de structure fine a :

2

§2= me?

dntne ;
032: 2|Y0_lw|

P m 2nwne

ou vyo est le parameétre d'amortissement des oscillations du plasma, les plaques sont considérées comme
: , . C N . i
parfaitement conductrices si B<< W, 5 on montre que cela implique que a peut étre considéree

comme relativement trés grande devant les caractéristiques et la géométrie des matériaux :

mc
* PRSI

autrement dit, que I'on est dans le cas limite a — +«. Ce cas limite est aisément obtenu expérimentale-
ment pour des plaques en métal distantes de 0,5 micron puisque (3.13) donne :

1 -5
~——>>1(0
““13

La théorie montre que I'expression de la force de Casimir devient infinie aux fréquences plus grandes
que wp et que la force entre les plaques doit prendre en compte les caractéristiques électrodynamiques
et géométriques. On montre plus généralement que linteraction entre deux surfaces non forcément
planes (par exemple entre une sphére et une plaque) fait intervenir a a différents ordres et que, lorsque
a — 0, son intensité s'annule : on ne pourrait donc pas l'attribuer a la fluctuation du vide puisque celle-ci
est supposée indépendante de a.

4 — Opérateurs de création et d'annihilation, perturbations de I'hamiltonien du champ

4.1 - Pour expliquer I'état du point zéro (et les fluctuations associées) il faut :

- définir les opérateurs de création et d'annihilation en physique quantique ;

- ceci nécessite d'exprimer les perturbations de I'hamiltonien du champ ;

- ces opérateurs s'utilisent dans le couplage du champ avec des particules.

On développera ces concepts avec I'exemple du champ scalaire classique, sachant que en physique
des particules et en cosmologie quantique les autres natures de champ sont importantes : champ spino-
riel (théorie de Dirac), champ scalaire de brisure de symétrie (champ des bosons de jauge de Higgs),
champ vectoriel (tel que ceux de I'électromagnétisme, et plus généralement de Proca), champ tensoriel
(adapté a la description des interactions entre la gravitation et les autres champs, donc en cosmologie).
Pour mémoire, les champs sont des domaines ou des particules sont crées et sont annihilées, ce qui fait
I'objet du formalisme des opérateurs création et annihilation ; ces particules ont des spins caractérisés
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par la nature du champ (en unité 7) : celles du champ scalaire sont de spin 0, celles du champ spinoriel
(fermions par exemple) sont de spin 1/2, celles du champ vectoriel (photons par exemple) sont de spin
1, celles du champ tensoriel (gravitons par exemple [7]) sont de spin 2, etc.

4.2 - Perturbations de I'hamiltonien

Elles s'expriment au moyen de I'opérateur d'évolution qui agit sur un état quantique décrit par la fonction
d'onde |u(t)>. L'opérateur d'évolution est introduit sous I'hnypothése fondamentale que I'évolution est cau-
sale : un état quantique |u> connu a un instant t, évolue vers un autre état a une date ultérieure t > t,, et
cette évolution est prédictible. De plus, I'hypothése selon laquelle la superposition des états, supposée li-

néaire, est maintenue lors de I'évolution. Ces hypothéses aménent a la relation entre deux états a l'ins-
tant to et l'instant t :

u(t)>=U(r,1))ult,)> (4.1)

ou U(t,to) est I'opérateur d'évolution agissant dans I'espace de Hilbert des vecteurs états quantiques |u>.
U vérifie la condition initiale :

U (t05t0)=1
et la relation de composition ou un temps intermédiaire quelconque t intervient :

Ult,t)=U(t,t")U(t",1,)
Les fonctions d'onde, vecteurs de I'espace de Hilbert, vérifient I'équation de Schrodinger :

ih%|u(z‘)>=H(z‘)|u(r)>

ou H est l'opérateur hamiltonien. On montre alors que, H étant un opérateur hermitique et |u> un vecteur
unitaire, c'est-a-dire vérifiant <u|u> = 1, l'opérateur d'évolution vérifie I'équation :

inCU(t1)=H()U(1.1))  (42)

Comme H est un opérateur hermitique, U est unitaire :

Ut t\U (¢,t")=U(t,t"\U(t,t")=1
soit :

UT(t,e)=U(t",t)=U"Yt,t') (43)
ou U" est I'opérateur adjoint de U, défini par :

<v|U+|u>=<u|U|v>*
ou « * » désigne le complexe conjugué. H est hermitique H* = H. (4.2) est équivalente a:

¢
U(z,to):l—%fH(z')U(t’,t)dt’ (4.4)

)

ou, en utilisant I'hermitique conjugué, compte tenu de (4.3) :
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ot
U(t,t0)=1—%fU(t,t’)H(t')dt' (4.4bis)
Z‘0

En itérant chaque opérateur d'évolution U(t',to), U(t'.t1) ..., U(t.,t0) ... selon (4.4) on obtient le développe-
ment en série suivant, ou série de Dyson, établi en respectant I'ordre chronologique des temps intermé-
diagiresti <t <tz < ... <ty <ty:

t

N\t N\t i
U(Z,t0)=1+(—ih)2[H(tl)dt1+(— %) tfH(ﬁ)dtl;rH(tz)dtz*-“

: (4.5)

t ln—l
. \n
...+(—lﬁ Jae, Jde,.. [ H(t)H(t,) . H(t)dt +..
) ty

Lo

Pour un hamiltonien H indépendant du temps, le systéme est conservatif et la solution générale (4.5) se
simplifie considérablement sous la forme :

U(t,to):exp(—%(t—tO)H) (4.6)

De maniere générale, dans la description de Schrédinger les opérateurs A qui agissent sur les fonctions
d'onde sont indépendants du temps, tandis que les fonctions d'onde |u(x,t)> dépendent du temps. Par
exemple, si P(x) est I'opérateur correspondant a la quantité de mouvement p, son équation aux valeurs
propres est :

Pluy (x,t)>==ikV|u,(x,t)>=p |u (x,1)>

ou |u> sont les vecteurs propres et pi les valeurs propres.

Une autre représentation est celle de Heisenberg dans laquelle I'état quantique est fixé |u(x,to)> tandis
que les opérateurs dépendent du temps. Elle implique que la valeur moyenne d'une grandeur « a » as-
sociée a l'opérateur A'(x,t) est obtenue en intégrant toutes les valeurs de A', et non celles de |u >, sur le
temps :

<A>=<a,t|A|a,t>:<a'|A '(t)|a'>

ou I'on a noté : A opérateur indépendant du temps, A' opérateur associé dépendant du temps (les primes
désignent la description de Heisenberg), et |ua(x,t)> = < x|a,t > projection sur I'espace des vecteurs
propres de A de la fonction d'onde.

Les deux descriptions sont équivalentes puisque I'on a la relation entre les grandeurs (ou observables)
de Schrddinger et celles de Heisenberg :

A'()=U"(t,1))AU(t,1,) (4.7)

Preuve de (4.7) :

Ona,puisque U~ '=y* : |a'>=|a,ty>=Ul(ty,t)la,t>=U"(t,ty)|a,t> donc:
|a,t>=U_l(to,t)|a’>=U(t,tO)|a'> et <A>=<a'|A'(t)|a'>=<a'|U" (t,t,) AU (t,t,)|a’>

quel que soit |a' >, d'ou (4.7).

CQFD de (4.7).

Apres ces rappels, on peut regarder le traitement de la perturbation de I'hamiltonien.
L'hamiltonien se décompose en un hamiltonien non perturbé Ho qui vérifie I'équation de Schrédinger, et
en une perturbation H; :
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H(t)=H,+H (t)

A I'hamiltonien non perturbé H, est associé I'opérateur d'évolution donné par (4.6) :

U,lt, to)zexp(—%(t—tO)Ho)

solution de :

ih%UO(t,zO):HOUO(t,tO) (4.8)

qui est donc connue puisque Ho est supposé connu. Soit U(t, to) 'opérateur d'évolution associé a I'hamil-
tonien total H. La présence de la perturbation H;, d'opérateur d'évolution U;, conduit a :

U(tJto):Uo(t’to) Ul-(tJto) (498)
soit, puisque U0_1= U(J)r

U, (t,ty)=U,(t,1,)Ul(t,t,) (4.9p)

qu'il s'agit de déterminer : c'est I'opérateur d'évolution des états dans la description intermédiaire déduite
de la description de Schrédinger par la transformation unitaire Uo" (t,to). En utilisant (4.2) et (21) ona:

ovu, U,

ihiU(t,to):H(t)U(z,tO):(HO+H)U U= 0757

ot

que I'on multiplie a gauche par Uy" compte tenu de Ualz Ug

8U 8U . N
ih FY Py _UoHoUoUi+UoHiU0Ui
En remplacant anlat par son expression (4.8), on obtient :
aUl':U+H U U+U"H.U U
¢ 0°°070"i 0 i 07 i
soit :
an +
5, =UgH,UU=H"U, (4.10)

ou H' (t,to) est l'opérateur hamiltonien transformé de I'namiltonien perturbé : selon la correspondance
(4.7) entre la description de Schrodinger et la description de Heisenberg :

H'(t,t)=Uq(t, 1)) H (t,t,)Uylt,1,)  (4.11)
(4.10) équivaut aussi a :

t
U, —[u (17, 10)dt" (4.12)
Z

:1-|~

La perturbation de I'hamiltonien conduit a faire évoluer un état initial |a,to > en un état intermédiaire |a',t >
au lieu de I'état |a,t > qui serait obtenu par le seul Ho :

la’, t>=U (t,1))la,1,> (4.13a)
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(4.13a) s'écrit encore, suite a (4.9a) : |a',t>=U3U0Ul.|a,t0>=U;U|a,t0> et d'apres (4.1) :
la,t>=Ula,t,> dou:

la',t>=Ugyla,t> (4.13b)

On détermine de quelle équation I'état intermédiaire |a',t > est-il solution ? On a :

ouU.
0y, _:z O . i . ,
zh5|a ’t>_lhE(Ui|a’to>)_’hW<|a’t0>) puisque |a,to > ne dépend pas de t.

De (4.10) il vient : ih%la',t>=H,~'U,~|a,t0> et de (4.13a) :
inSla’, t>=H, (t,1,)]a",t> (4.14)
6t 1 0 -

(4.14) est une équation de Schrdédinger pour les états intermédiaires issus de la perturbation de I'hamil-
tonien.

On détermine la probabilité de transition d'un état intermédiaire |a'(to)> en un état intermédiaire |b'(t)>.
De maniére générale, le postulat n°4 de la mécanique quantique (voir chapitre 5) pose que la probabilité
de transition d'un état |a(to)> en un état |b(t)> est définie par :

Pla=»b)=[<b|U(t,t))la>] (4.15)

Pour l'opérateur d'évolution intermédiaire U; on admet qu'il est unitaire : les états intermédiaires forment
alors un ensemble orthonormal complet de I'espace de Hilbert :

<a',t|b",t>=8_,,. (orthogonalité)
et:
;M A><d’t=1 (normalité)

Ui se décompose alors en :

U(t,t)=21d" t><d" ¢

I (4.16)

Utilisant (4.15), ou I'on remplace U par U; et b et a par b' et a' (états intermédiaires) on a, suite a (4.13a) :

2

Pla'(ty)»b'(t))=|<b’,1 Ul.(t,to)|a’,to>]2=|<b',t

a',t>> (4.17)

car (4.16) donne :
<b',t

2ld ' t><d' tila’ 1 >=<b',t|Q,|d",t>d,, =<b',t|a' t>

d’' d'

On a vu jusqu'a présent la transition entre deux états intermédiaires pour un systéme quantique dont
I'hamiltonien est perturbé. En fait, les perturbations, telles qu'elles sont observées, font évoluer un état
quantique d'hamiltonien H, indépendant du temps vers un état perturbé d'hamiltonien Hi, puis un retour
vers un état avec de nouveau I'hamiltonien Ho. On cherche donc la probabilité de transition de I'état ini-
tial |a,to > d’hamiltonien Ho vers I'état final |b,t > d’hamiltonien perturbé H(t) = Ho + Hi(t) :

Pla=»b)=|<b|U (t.t,)|a> |’

avec la condition initiale sur I'état intermédiaire : |a’,0>=la, 1 >

et surson étatfinal : |a',t'>=|b,t>

Pour la transition intermédiaire on a (4.11), (4.13a), (4.14), et pour les transitions d'hamiltonien H, on a
(4.6).
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Pour la perturbation, Ui(t,to) ne s'exprime pas par (4.6) car I'namiltonien H; dépend du temps, mais s'ex-
prime par la série de Dyson (4.5). Cependant celle-ci peut s'exprimer au moyen d'une exponentielle via
« l'opérateur chronologique » T dont le réle est d'ordonner les temps intermédiaires par ordre croissant et
de multiplier le terme de rang n par n! qui intervient dans un développement exponentiel classique (voir
par exemple [2]) :

¢
l 1 1

U,(t.t,)=texp _EIH AN

t

ot (4.18)
0

ou H'; est donné par (4.11). (4.18) montre que les éléments de matrice de l'opérateur U; , <b|Ui(t,to)|a>,
dépendent de ceux de H'i, <b|H'(t,to)|a>, qu'il faut donc déterminer. (4.11) et (4.6) donnent :

<b|H'(t,t))la>=<b|U(t.,t,)H (1)U (t,t,)|a>

0
] i

:<b|exp[%(t—t0)HO]Hl.(t)exp[ - (t—tO)HO]\a>
Or |a > et |b > sont états propres de I'hamiltonien Ho, de valeurs propres respectives E, et E, (énergies) :
H0|b>:Eb|b> et H0|a>:Ea|a>

L'élément de matrice de H'; devient alors :

<B|H'(1,1,)|a>=exp %(t—to)(Eb—Ea) <b|H,(1)]a>

On introduit la « fréquence de Bohr » relative a la transitiona — b :

_Eb—E
ba~

o a  (4.19)

et finalement :

<b|H'(t,t,)la>=exp(iw, (t=1,)<b|H (t)|a> (4.20)

On peut ensuite calculer I'élément de matrice de Ui(t,t,) a différents ordres du développement de I'expo-
nentielle intervenant dans (4.18) :
» Au premier ordre, on a :

t
1 1 ,
<b|Ui(t’[0)|a> ~ <b|U£ )(t’t0)|a>:ﬁf<b|H l.(tl,to)|a>dtl

Lo

soit :

t
1 1 .

<b|U! )(t,t0)|a>=ﬁfeXp(lwba(tl—to))<b|H,-(tl)la>dt1 (4.21)

)

L

h

De (4.17) et (4.21) il vient la probabilité de transition au 1er ordre :

au facteur multiplicatif prés exp( Eb(to—t)) qui est = 1 au premier ordre.
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t
1 ! ’
P(a=b)=|<b|U (t,t))la> == <b|H(t")|a>exp(iw, (t'~t))dt'* (4.22)
7}

Ly

Le calcul aux ordres plus élevés devient vite laborieux ! On a par exemple :
» alordre 2:

l

t 1 .
—iE, (t—t )%
<b|U£2)(z‘,t0)\a>:(‘1 S fdt [dee 1) <b|H,(t,)|d>
t
0

(4.21bis)

—iE,(t,~t,)/h —iE,(ty=t,)In

Xe <d|H (t,)|a>e

» al'ordre 3 :

oot o
—iE (t—t )%
b 1

dt,[ ditye
Ly 1o

—iE,t—t /7
cltat3) <c|Hl.(t3)]a>e

t
3
<b|U§ )(t,t0)|a>= Zf dt, <b|H,(t,)|d>
ct, (4.21ter)

—iE  (t,~1,)/h —i E (13—t )7

Xe <d|Hl.(t2)|c>e

les sommations portent sur tous les vecteurs de la base de I'espace de Hilbert engendré par Ho.
» a l'ordre n : En développant Ui(t,to) suivant la série de Dyson (4.5) on obtient :

1+Z U ), ty)  (4.23a)

ou U™ est le terme du développement de Ui(t,t) au rang n :

Ule,1)=—— [ dt de ..dt H(t VH(t ).H{t)

. 4.23b
(in)" >0 > > > ( )

n—1

Compte tenu de (4.9b) et (4.11), (35) donne pour 'opérateur d'évolution global :
Ult,t,)=U e, ty)+ z v, ty)  (4.24a)

ou U™ est le terme du développement de U(t,to) au rang n :

U(n)(t,to)z ‘1 . | dzndtn_l...dzlU(O)(t,zn)H.(t Ul gt JH(t )
(in) (>t >t >0,

n—1

(4.24b)

Les éléments de matrice de U(t,to) qui interviennent dans la probabilité de transition (4.15) sont donc,
suite a (4.24a etb):

00

<b|U(t,tp)la>= Y, <blU(t,1.)la> (425

n=1
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)
Ui(t,to), U™ (tto) : UM(t,t0) = U™(t,to) , donné par (4.24b)

ou U(O)(t,to):exp(—i(t—to)Ho) (relation (4.6)), et ou l'ordre n de U(tto), UM(t,t) est celui de

4.3 - Diagrammes de Feynman et états virtuels

Les diagrammes de Feynman permettent de calculer jusqu'a un ordre n les éléments de matrice
<b|U (t,t,)la> . De (4.23a) et (4.23b) ces éléments de matrices sont :

1 y .Eb .Ea
<b| Ui(t,t0)|a>=<b|a>+ﬁf dtlexp(—z7(t—tl))<b|Hl,(t1)|a>exp(—17(t1—to))
)

tn—l

t tl E
1 £y 4.26
bt Yfarfde,.. | d t,exp(—i—5>(t=1,))<b|H (t,)|a,>x (4.26)
ak [0

(in)" » tO
E E E

_4 "a

a
xexp(—i - (tl—tz))<a1|Hl.(tz)|a2>exp(—i72(12—t3))...exp(—z‘ A IN)
On peut représenter par les diagrammes de Feynman les contributions des ordres successifs, de la ma-
niére suivante (figure 3) :
Le temps suivant lequel ont lieu les évolutions est porté sur I'axe vertical ; sur I'axe horizontal on porte
les différents ordres n de contribution successifs. A I'ordre n, chaque interaction intermédiaire k, aux
temps t, est représentée par un point appelé vertex, situé entre 2 lignes d'évolution consécutives : ce
point décrit un état intermédiaire, encore appelé « état virtuel » au-dela de I'ordre 1 (ceci par opposition
aux états initial et final |a > et |b > qui sont considérés réels).
Avant d'expliciter la régle quantitative des diagrammes de Feynman, traitons de maniére qualitative
I'exemple des 3 premiers ordres (éq. (4.21)).

temps‘
N b, b v
Hi(ty) /  Hi(tq) Hi(t1)
t ‘. 7777777 ’./d“ 77777777777777777777777777777 ~p el
| Hi(ts) © :
t3 e 2\;"”””””””"“‘ ””””””” /"i,"*:’/» ”””””””””””””” : *::’:’. ”””””””””””
a a/ k.
tn,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,I,,I‘,“ ,,,,,,,,,,,,,,
a
0 n=1 n=2 n=3 ... n ordre n

figure 3 : Diagrammes de Feynman représentant les contributions d'ordre successifn =1, 2, 3 ... a l'am-
plitude de probabilité P (a — b) de transition de I'état |a > a |b >. Les traits rectilignes donnent I'évolution
des états dans le temps, et les fléeches ondulées indiquent I'action de I'hamiltonien perturbé aux diffé-
rentes dates intermédiaires.

» Pour n =1, il est intéressant de réécrire (4.21) pour faire apparaitre la succession de I'état initial |a >,
la perturbation due a Hi(t1), et I'état final |b >, de droite a gauche :

(1) 1 ‘ E, £,
<b|Ul- (t:t0>|a>:l-_hfdtlexp(_i7(t_tl)><b|Hl'(t1>|a>exp(_i7(t1_to)) (4.27)
t
0
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De to a ts : I'évolution est décrite seulement par I'hamiltonien non perturbé Ho, le systéme demeure dans
I'état |a > et I'évolution se traduit par la multiplication de la fonction d'onde |a > par exp(-iEa(ti-t0)/%) :

E

— . a
a,t,>=|a, t0>exp(—z7(t1—t0))

A linstant t, la perturbation Hi(t;) fait passer le systéme de I'état |a > & I'état |b >, transition représentée
par I'élément de matrice <b|H;(t:1)|a>.

De t; a t: I'évolution est de nouveau seulement décrite par I'hamiltonien non perturbé Hy, le systéme de-
meure dans ['état |b > et cette évolution se traduit par :

E
|b,t>=|b,t1>exp(—17(t—t1))

Ainsi, en suivant le diagramme de t; a t, on rencontre les 3 évolutions dans leur ordre successif de droite
a gauche dans l'expression (4.27).

La contribution de l'ordre n = 1 a la probabilité de transition P(a — b) s'obtient en intégrant I'ensemble de
ces évolutions surtp <ty <t.

Ce principe de parcours des évolutions a l'ordre n = 1 est reconduit aux ordres supérieurs, avec des
transitions intermédiaires supplémentaires.

» Pour n =2, de ty a t; I'évolution est seulement décrite par I'hnamiltonien non perturbé Ho, le systéme
demeure dans I'état |a > et I'évolution de la fonction d'onde se traduit par :

E

>=|a, t0>exp(—i7a(t2—t0))

|a,t2

A linstant t,, la perturbation Hi(t,) fait passer le systéme de I'état |a > & I'état intermédiaire |d >.
De t; a t1 le systéme évolue avec seulement I'hamiltonien non perturbé H, et demeure dans I'état |d > :

£y
|d,tl>:|d,12>exp(—17(t1—t2))

A linstant t1, la perturbation Hi(t:) fait passer le systéme de I'état |d > & I'état final |b >.
De ti a t le systéme évolue avec de nouveau seulement I'hamiltonien non perturbé H, et demeure dans
I'état |[b > :

Ep
|b,t>:|b,t1>exp(—z7(t—t1))

La contribution de l'ordre n = 2 a la probabilité de transition P(a — b) s'obtient en intégrant I'ensemble de
ces évolutions sur t; et ty, avec to < t, < t; <t et sur tous les états intermédiaires |d >. ceux-ci sont quali-
fiés d'états virtuels au sens ou ils ne sont pas les états initiaux et finaux observables.

» Pour n = 3, en appliquant le méme raisonnement a partir de (4.21ter), les transitions font passer le
systéme par 2 états virtuels |d > et |c >, I'hamiltonien perturbateur intervenant 3 fois : Hi(ts), Hi (t2), Hi (t1).
Au total le systéme parcourt les états suivants : |a > de t, a t; sous l'action de Ho, |c > en t; sous l'action
de Hi(t:), |c > de t3 a t; sous l'action de Ho, |d > en t; sous I'action de H;(t.), |d > de t; a t; sous l'action de
Ho, |b > en t; sous l'action de Hi(t1), |b > de t; a t sous I'action de H,. La contribution a P(a — b) s'obtient
en intégrant sur t, to, t1 et en sommant sur tous les états |d > et |c >.

» Pour n quelconque, les transitions s'effectuent par (n — 1) états virtuels. D'aprés (4.25) la probabilité
de transition de |a > a |b > est, a cet ordre :
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Pla»b)=|<b|U (t,t,)|a> "~
i 0

(1) (2) (n) )y (4.28)
| <b|U, (t,ty)|a>+<b|U ;" (t,1,)|a>+..+<b|U;"(1,1,)| a> |

Remarque : On n'a pas P(a — b) = P(b — a), sauf si I'hamiltonien perturbé se conserve par
renversement du temps: H; (-t) = H; (t) (micro-réversibilit¢). Cependant I'égalité est satisfaite en
premiére approximation pour l'ordre n = 1.

On peut se demander alors si la question de la fleche du temps fait-elle intervenir les états virtuels ?

Détaillons maintenant les régles quantitatives des diagrammes de Feynman (v. [2]).
Sur la figure 3, chaque bande associée a un état repéré par k, comprise entre les temps t;.1 et t;, corres-
pond a une évolution avec le seul hamiltonien non perturbé H, de valeur propre E:

_ L P i
Uplt, ot J=expl=2(e,=t ) sit > (4.29)
=0 sit.<t.

Jo+l

puisque par construction to < t, <t.s <... <ts <t <... <ty <t. Chaque vertex correspond a une transi-
tion due a la perturbation H; (f)) qui se produit en t;, et dont la contribution est :

1
E<ak+1|1L11.(zfj)|ak> (4.30)

Comme l'indique (4.26) la contribution a P(a — b) s'obtient en intégrant sur tous les temps intermé-
diaires t;, et sur tous les états intermédiaires ax.
Pour inclure les bornes d'intégration a l'infini, en vue d'une transformation de Fourier, on redéfinit l'opéra-
teur d'évolution de la transition a — b par :

U'(t,1))=U(t,1,) sit>t,

=0 si 1<t
Avec ces conditions, (4.26) devient :

, 1
<b|U (t,to)\a>=<b\a>+ﬁf dt U, (t,6,)<b|H (t )la>U (1,,1,)+..

(4.30bis)

1
Jdt,.Jdt U, (t.t,)<blH(t,)la,>..<a  |H(t)la>U (¢ 1)

(in)"

.ot

On exprime U'(t, to) et Ui (t}, t +1) au moyen de leurs transformées de Fourier :

0
U'(w)= J' U’(t,to)exp(iwt)dt
o0 - "
. i L ‘
Uk(w)Z_foo Uk(l)exp(lwt)dt=m suite a (4.29), ot n — 0.

(Noter que les transformées de Fourier U'(w) et U(w) ont la dimension d'un temps puisque les opéra-
teurs d'évolution sont a-dimensionnels). On a alors :

U’(t,tO)ZL_OfOOU’(m)exp(—imt)doo
U (=== | U, (0)exp(=iv)do

que I'on remplace dans la série (4.30bis), ce qui donne :
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1 1 1 1
—<p|U"’ >~ <pla>+—————— <p|H . |lg>——"T ——
ih U (w)]a hw—Ea+z’n |a hw—Eb+in | l|a hm—Ea+in

1 1 1
+ — —  <b|lH.|a,>——<a, |H|la>— +
% ho—E,+in | ’|ak ho—E, +in ak' l|a ho—FE +in

Dans cette expression on applique le fait que les |a >, |b >, |ax > sont vecteurs propres de H avec les va-
leurs propres E,, E,, Ex, ce qui donne aprés simplification la relation entre opérateurs :

1 1 1
+

= H. + ..
hm—H0+in hoo—Ho+in lhoo—Ho+in

Comme H = Hy + Hi , on montre que I'expression ci-dessus est égale a :

- Aow—H+in (4.31)

La relation (4.31) s'interpréte comme suit : dans le diagramme de Feynman (figure 3) chaque bande
comprise entre deux vertex représente I'évolution de I'état quantique sous I'action du seul hamiltonien

non perturbé H = Hy, soit , et les vertex représentent l'opérateur H; = H — H, perturbation

hw—H0+i "
de I'namiltonien.

4.4 - Opérateurs de création et d'annihilation (°)

Soit un champ scalaire réel d'amplitude ® (r,t) en chaque point r de I'espace et a chaque instant t. C'est
un systéme a une infinité de degrés de liberté vérifiant une équation d'évolution de la forme :

82(213(,,,t):f(d)(r,t),a—q)(”;f))
ot !

e 8;'1)( rt)

avec la condition initiale : ot _

t=t,

On montre, pour un champ scalaire, que la fonctionnelle f la plus simple qui laisse I'équation invariante
par les transformations de Lorentz donne I'équation de Klein-Gordon :

2
8_(2132 c2V2q> _qu)
ot
soit encore :

2
(O*+5)o=0 (4.32)
C

ou 0 = (V, dlicdt ) est le quadrivecteur gradient d'espace-temps, son carré [1? = (V? - 9%/c?9) est le
d'alembertien, ol V2 est le laplacien, et :

2
_mc
M_—

h

ou m est la masse au repos des particules associées au champ quantifié ; pu a la dimension de l'inverse
d'un temps [T']. D'ailleurs (4.32) est la transposition, avec les opérateurs quantiques, de I'équation
d'énergie d'Einstein :

2

E = p2 c2+mzc4

6 Voir par exemple [3].
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avec les correspondances : E — i 7 d/ot pour I'énergie, et p — i 7V pour la quantité de mouvement p.
Dans (4.32) le terme V2 @ a pour effet de coupler les unes aux autres les coordonnées, ou degrés de li-
berté, du systéme, qui sont des oscillations de fréquence u. On peut ramener la dynamique du systéme
a des coordonnées, dites normalisées, q«(t) associées a des oscillateurs mutuellement indépendants.
Soient fi les fonctions propres de (-V?) et wi? les valeurs propres associées :

—szk:wﬁ S

Le systeme est dit de dimension p sik =1, 2, ..., p. Les (fk) forment une suite orthonormale compléte de
fonctions réelles :

<flf>=) e, mde=[ £ f, (Fd’r=s,
et: )
2 f ) f (r)=8(r—r")
k=1

Il s'ensuit que la solution ® (r,t) de (4.32) se développe suivant :

V4
q)(r,t)zkglqk(t)fk(”> (4.33)

avec: qk(t)=f fk(r)<b(r,t)d3r
De (4.33) et (4.32) les gk vérifient I'équation de I'oscillateur harmonique :

a2 (e
q,"'(t)+w; q,(1)=0

(4.34)
2.2
avec: ook—\/c Wi

2

ou I'on a noté q«" (t) = d2qk(t)/dt?, wy est la pulsation propre du degré de liberté n°k.
Si les degrés de liberté sont spatialement homogénes, les valeurs propres de (-V?) sont supposées dé-

générées wi’> = w? et donc les pulsations identiques W, =0= czw2+uz ; hypothése simplificatrice

qui suffit ici pour introduire les opérateurs création et annihilation, et I'énergie de I'état zéro (ou du vide).
(4.33) montre que I'amplitude du champ est une superposition linéaire des oscillateurs indépendants.
Pour chaque degré de liberté n°k I'hamiltonien Hy est :

ou pkzmqu/df est la quantité de mouvement. L'hamiltonien total est la somme des hamiltoniens
des degrés de liberté :

y4
H:kZ1 H, (4.35b)

En physique quantique on remplace les variables dynamiques q« , px par leurs opérateurs (les obser-
vables) qui doivent vérifier les relations de commutation :

[qk’pm]:ihékm

On introduit les opérateurs sans dimension suivants :
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ﬁ((ﬂqk_i _)
© (4.36a)
p

.Uk
(U)qk"'l " )

création de quanta des oscillateurs: b;{r:\/

annihilation de quanta des oscillateurs: b k:\/ M
2hw

Ces appellations seront justifiées plus loin.

b* est le conjugué de by, donc : (b;)+:bk . b* et bx ne sont pas des opérateurs hermitiques donc ce

ne sont pas des observables. lIs vérifient la relation de commutation :

+ =
(6,05 ]=b,,,  (@360)

L'opérateur nombre de quanta dans les états du degré de liberté (k) est :
_ gt
N,=b,b, (4.37)

1 .
Compte tenu de (4.36a et b), (4.37) devient : Nk= n;;’; qlzf+2mhm pi+2ih[qk,pk]

2
— _ — S . P 1 . , . .
Comme |4;.P;|=4; Py— P4, =ih1 il vient: _ L)1 22 Pkl 1. or Ihamiltonien
[ } N, oMo qk+2m 21
I r; H,
de (k) est, d'aprés (4.35a) : 2 2 2. 7k| dou: =—%__1 .On obtient ainsi I'expres-
(k) prées (4.35a) H =7 \mo’ g+— Ny=30751 P

sion de I'hnamiltonien du degré de liberté (k) en fonction du nombre de quanta de cette dimension :

_ 1
Hk—(Nk+§)hm (4.38)

avec N (ses valeurs propres) =0, 1, 2 ... «. (4.38) montre que les valeurs propres de I'hamiltonien sont
directement reliées aux valeurs propres de l'opérateur nombre de quanta. Soient ni les valeurs propres
de Ny et |n« > ses vecteurs propres :

Nyl =>=n|n> (439

’ . , s +
Les valeurs propres n, sont réelles puisque N, est un opérateur hermitique : Nk:Nk , donc :

*

— + _ 2
=<m N |n >=<n.|b b |n>=|b, |n >["=0

n,—n

k
Les valeurs propres n« de Ny sont donc positives ou nulles, et si elles sont nulles alors les vecteurs
propres correspondants sont nuls.

De (4.33) et (4.36a et b) on obtient I'expression du champ en fonction des opérateurs création et annihi-
lation :

p
@(r,z):\/zmim 2. (b+b,)f,  (4.40)
k=1

L'ensemble des états propres de I'hamiltonien total H est le produit tensoriel des états propres des H.
Soit I'espace (Ex) dans lequel I'hamiltonien Hi est défini avec les variables dynamiques qx et p«. L'espace
de tous les états dynamiques, d'hamiltonien H, est le produit tensoriel (E) = E«®E.®...®FE, , le vecteur
de cet espace |n;...n, > =|ny > ... |n, > est le vecteur propre de I'hamiltonien total :
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p p
H|nl...np>=kz1 Hk|nl...np>:kz1 Hk|nl>...|nk>...|np>

1 1 1 .
Or: Hk]nk>:(Nk+§)hm]nk>:hu)Nk\nk>+5hm|nk>=hmnk\nk>+§hw!nk> soit :

1
Hk\nk>:(nk+§)hm]nk> (4.41)

Dou: Hlnjwn >=(H |n>)..\n >+|n>(H,|ny>)..\n >+.+n>.(H |n >) devient en uti
lisant (4.41) :

_ 1 1 1
H|n np>—((n +§)hm|nl>)...|np>+|n1>((n +—)hu)|n2>)...|np>+...+|nl>...((np+§)h(1)|np>)

1 1 )

— p
—((n1+n2+...+np)+3)h(o|nl>...|np>

et posant :
n :”1+"'+”p (4.42a)
il vient :

Hin,...

— p
>=(n+< >
n, (n+2)hoo|nl...np (4.42b)
La valeur propre de (4.42b) est I'énergie du systeme distribuée sur p degrés de liberté de populations
quantany, ..., Ny :

En:(n+§)hu) (4.43)
Cette énergie dépend uniquement de n donné par (4.42a). Ces valeurs propres peuvent prendre un
nombre de valeurs distinctes égal a :

n _(n+p—1)!
”*P_l_—n!(p—l)! (4.44)

n

n+p—1

Les degrés de liberté dont toutes les populations de quanta sont nulles correspondent au vide quan-
tique, ou état zéro, on note son vecteur comme suit :

donc chaque valeur propre En de H a une dégénérescence de C

n=n=..=n=0—-]0>=|0...0>avecdoncb0>=|0>1<k<p
(p fois)

Montrons que les vecteurs propres |ns ... n, > de H se déduisent de |0 > par le produit :

0> (4.45)

Preuve de (4.45) :

_ . +1_ _ _(pt _
De la relation de commutation [bk,bk]—l ona: N, b =(b, b )b, =(b
soit :

+

b, ~1)b,=b (N 1)

k

[N b |==b,  (4.46a)
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de méme :
+
[Nk’bk

=b,  (4.46b)

(4.46a) donne I'équation pour ne>: N b, |n,>=b (N, —1)[n, >
Or daprés (4.39): N, |n,>=n,[n,> dou: N (b |n,>)=(n,—~1)(b,[n,>) e vecteur bin. > est

donc vecteur propre de Ni avec la valeur propre (nx — 1). Ceci implique que bg|n« > est proportionnel au
vecteur |ng-1 > associé a cette valeur propre :

b |n >=c |n —1>

Les vecteurs propres forment un systéme orthonormal : <nk|nm>:6km . La norme de byng > est

alors :
%

+ — _ 1s=|~ 2 _ 1>— 2_ 2_
<mlbyblm>=<n —llc e lm—=1>=|c |"<n,—1|n,=1>= |c [=|byn, > |"=n

k
d'ou : _

k= J”k
soit :

b n>=y\n|n—~1> (447

L'opérateur annihilation by transforme donc la valeur propre nc de Nk en la valeur propre \/i’lk associée

au vecteur propre |nx —1 > de N.
On montre de la méme maniére que le vecteur bi’|nx > est aussi un vecteur propre de Ny mais avec
comme valeur propre (nx —2), et ainsi de suite jusqu'a I'ordre p :

bk|nk>:\/nk|nk—l>

—1)|n,—2>

el Dl (4.48)

Pour nc =0, on a vu que bgn,>=0:
b, 10>=0 (4.49)

Donc nx = 0 appartient a la suite des valeurs propres de Nk qui, comme vu plus haut, difféerent par un
écart égal a 1 pour 2 états consécutifs, donc les valeurs propres nix sont des entiers positifs ou nuls :

n=0,1,2,...,p

Pour b¢" le méme type de raisonnement s'applique en utilisant (4.46b) et on montre pour I'opérateur
création une relation analogue a (4.47) :

) -
bln, >=\n+1n +1> (4.50)

Puisque les ni sont des entiers, on déduit de (4.38) et (4.39) que les valeurs propres E« de I'hamiltonien

1
Hy sont discrétes : Hklnk>=(nk+5)hw|nk>=EkInk> , soit :

1
Ek:(nk+5)h0) (4.51)

Les énergies des oscillations forment une suite discréte.
De (4.50) il s'ensuit qu'a partir d'un vecteur propre |nx > de N on peut obtenir les autres vecteurs propres
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en itérant I'action de b* (ou de b). Si I'on choisit I'état du vide quantique |0 >, cela donne la suite :

|0>=|0>
|n1>:|1>:zﬁ|o>

1 /,+2
|n2>:|2>:\/—§<b2) |O>

c'est-a-dire :

Les états propres de I'hamiltonien total H sont le produit tensoriel des états |n« >, ce qui donne :

2 n "
) IR0 0 R M G
1yt > =y > > >=b) 2 T T 10>
k p

qui est (4.45).
CQFD de (4.45).

Les vecteurs propres de N, forment une base compléte pour la représentation des oscillateurs en pré-
sence du champ, dont les quanta d'énergie sont donnés par (4.51) : I'espace engendré par cette base
est appelé espace de Fock.

L'application de by au vecteur propre |ns ... n, > de I'hamiltonien total H donne, d'aprés (4.47) :

bk|n1...np>=bk|n1>...|nk>...|np>=|n1>...\/nk|nk—l>...|np>
soit :

bk|n1 ...np>=\/a|n1 ...(nk—l)...np> (4.52)

L'égalité (4.52) montre que l'opérateur by, supprime une particule de I'état quantique |n« >, et donc de
I'ensemble des particules du systéme d'hamiltonien H :

nN>n—-1=n+n+..+(Nk=1)+...+n,

Cela justifie pour b I'appellation « opérateur annihilation ».
De méme l'application b* a |n4 ... n, > donne, d'aprés (4.50) :

b |n

i ...np>=\/nk+1 |n1...(nk+1)...np> (4.53)

1
L'égalité (4.53) montre que by ajoute une particule a I'état quantique |n« > et donc a I'ensemble des par-
ticules du systéme d'hamiltonien H :

nN—-n+1=ni+n+...+(nc+1)+...+np
ce qui justifie pour by* I'appellation « opérateur création ».
De (4.37) et de (4.52) et (4.53) on déduit que I'opérateur nombre de particules de I'état n°k a pour équa-
tion aux valeurs propres :

+
Nk|n1...nk...np>=bkbk|n1...nk...np>=nk|n1...nk...np> (4.54)

puisque l'on a : bk|nl...nk...np>:\/nk|nl...n'k...np> avec nk':”k—l , puis :
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+
bibln, ..

=n,[n ..n,.

nk’+1)...np>=\/nk—1+l\/alnl...(nk—1+1)...np>

nk...np>:\/nk’+l\/a|n1...(
np>

De (4.43) et (4.51) il découle que, pour I'état du vide quantique, nx = 0 pour tout k, donc n = 0, I'énergie
n'est pas nulle mais égale au quantum :

1
E =—h
5 o

Le vide quantique est un état d'énergie minimale pour lequel le champ est nul en tout point ®q(r) = 0
Pour les autres états (champ quantifié), ®(r) exprimé par (4.40), est un opérateur qui ne commute pas
avec H, comme on le constate par les développements utilisant (4.40), (4.35b), (4.36b) dans [®(r),H]. La
valeur moyenne du champ quantifié relativement a I'état du vide est nulle :

h +
<0|D(r)|0>=y=—2,<0|b,+b,|0>f =0
@ (r)] szw% |b3+byl0> 1

Par contre I'écart quadratique du champ quantifié relativement au vide quantique est non nul :

<¢2<r>>o=ﬁzz<0|<b;+bk><b;,+bk,>|o>fk<r>fk,<r>
k&
2m =2, 2, <0[b b 0> £ (r) £, ZZékk Folp
k k' w4
soit :
:% ) >0 (4.55)

Remarque : bosons et fermions :

On a vu que I'état dynamique du systéme total soumis a un champ scalaire est complétement décrit par
les nombres entiers ny, n,, ... n, de ces particules occupant les états individuels des dimensions, ou de-
grés de liberté, fixées par les i, f5, ... f,.
Ces nombres d'occupation peuvent étre infinis (n, — «). Les particules sont alors indiscernables, et
suivent donc la statistique de Bose-Einstein : ce sont les bosons (exemple : photons).
A linverse, les particules discernables, c'est-a-dire pour lesquelles les fonctions d'onde suivent le prin-
cipe d'exclusion de Pauli :

|‘P(”1»"2)>:—|1P("2:"1)>
suivent la statistique de Fermi-Dirac : ce sont les fermions (exemple : électrons).

Le tableau 2 donne I'exemple de l'oscillateur a p = 2 degrés de liberté, en utilisant (4.42b) :
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N4 Nz vecteurs propres | n=n;+n; | n+p/2 | valeurs propres de H : dégénérescence
de NietNz: [ninz > (p=2) E. (4.43) (4.44)
0 0 |00 > (vide) 0 1 AW 1
1 0 |10 >
1 2 27w 2
0 1 |01 >
2 0 |20 >
1 1 [11 > 2 3 3hw 3
0 2 |02 >
n 0 |nO > n n+1 Cn+1 = n+1

sommaire - page 39/75



http://fred.elie.free.fr/

N n, vecteurs propres | n=ns;+n, | n+p/2 | valeurs propres de H : dégeénérescence
de Niet Nz : [ninz > (p=2) E. (4.43) (4.44)

n-1 1 [n-11>

n-s s In-s s> (n+1)aw

0 n |On >

Tableau 2 : Valeurs propres et vecteurs propres de l'oscillateur a p = 2 degrés de liberté dans un champ
scalaire

5 — Lagrangien du champ et quantification (")
5.1 - Champ classique
» Degrés de liberté et moments conjugués du champ :

Un champ classique, de potentiel scalaire ®, est un systéme avec une infinité de degrés de liberté. On a
vu précédemment (point 2.3.4) le cas de l'oscillateur harmonique ou les degrés de liberté forment un
systéme discret, les coordonnées (ou degrés de liberté) étant repérées par des indices discrets 1, 2,...p
avec nitnzt...+n, = nN.

En revanche, si les degrés de liberté sont repérés par des indices continus, ce ne sont plus des gran-
deurs telles que la position ou I'impulsion, ou plus généralement le degré de liberté q et son moment
conjugué p, qui sont les grandeurs dynamiques du systéme. Le degré de liberté est une fonction ® de
moment conjugué I auxquels correspondent des opérateurs quantiques de champ. Cette situation est
par exemple celle ou I'amplitude du champ ®(r) est une fonction continue de chaque point de I'espace r.
Dans ce cas le lagrangien L du systéme est une fonctionnelle de la « coordonnée » ® et de sa dérivée
temporelle ®' = dd/dt :

L=[I(®,Vd,&")d’r (5.1)
ou L estladensité lagrangienne. Soit S I'action du champ définie par :

2

S=[Ldt
tl

c'est une fonctionnelle de ®(r,t). Le principe de moindre action : 8S = 0 avec d®(t;) = dP(t.) = 0, conduit
aux équations de Lagrange :
0 0L +y 0 oL 0L

o0z ox [on(x)| o0lx) (52

o x?

En utilisant les coordonnées d'espace-temps x* = (x°, x', x?, x*) avec x° = ict, (5.2a) prend la forme
condensée :

ou %Za/a x" et la convention de sommation d'Einstein est appliquée ; comme dx° = icdt on a noté :

7 Voir par exemple [2], [3], [4].
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O'=d®/dt mais 0,=0P/icot
®(r,t) variant de maniere continue avec les coordonnées d'espace r, chaque élément infinitésimal d'es-
pace (r, r+dr) correspond a un élément de degré de liberté ®(r,t)d*. Son moment conjugué, ou impul-
sion généralisée, est donné par la dérivée fonctionnelle de L par rapport a ®(r,t)d’r :

dL

3.
(r,t)d r_éd)’(r,t)

(5.3)

Or la différentiation fonctionnelle du lagrangien L(®, ®') est :

oL=|

d'ou les identifications :

(aL V- a<aL ))6c1>+ 0L 6(1)']d3r :f(a—Lacm oL 6(1)')d3r

oD Vo oD’ d SD'

8L oL oL
50~ 0D VjNV®) (5.4a)
0L _ 0L
SO 2D (5.4b)
apas DL_0L |
Donc on n'a pas oy

oL o oL
Des équations d'Euler-Lagrange (5.2b), puisque \% rvq))—z —8 qia(a q)) , (5.4a) devient :
- - - q 9X 4
0L _9 OL 0L g 0L
3P 51 a(atq>)+v ovael VIV

soit :

~ ~

0L 9§

0

En remplacant dans &L, qui intervient dans la définition de IM :

3,_0L _[dL s  OL 3®'| 3 _( dL 3 0D ) At it 2 _
I1d =3so Y |50 6CD’+6CI)’6<I>’ d’r= 6®'d r opuisque Fo% . D'ou, suite a (5.4b) :
oL
II(r,t)= :
(rt)=537 (69)
De (5.3) il suit que la dérivée temporelle de I'impulsion généralisée est :
' _ L . 0L ,0L
n'(r,t)d*r=——"— Do
(r,t)d’r 5(r 1] (attention T )
,_ 0L

. , oL . .
En explicitant 3L, de (5.4a) on a : \Y% (Vo) (puisque dP'/dP=0 ).

ToD
On peut exprimer les vitesses généralisées des degrés de liberté en fonction des coordonnées générali-
sées (ou degrés de liberté) et des moments conjugués, en utilisant I'hamiltonien du champ construit

comme la transformée de Legendre du lagrangien :
f— ! 3 Iy — 7 3
H(®o,M)=[0(r, )" (r,t)d’ r—L(®, " )=[H(r,t1)d’r (5.6a)

ou H estladensité hamiltonienne :
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H(r,t)=I(r,t)®'(r,t)~L(r,t) (5.6b)

o = . 3L_  oH oL oH
D .6b) : "= — 'ou: —= ——— et =— I
e (56b): L(®,®')=IId'—H (P, II) d'ou 5 5o & Ve~ (V) due fon

remplace dans I'" :

oH oH oH o O0H

'=-== +V-: R T (5.7)
P Vo)™ oo o o(6,)
: e e . OL . OH ..

De (5.6b) on obtient aussi la dérivée temporelle du degré de liberté @ : a—H_O_(D e d'ou:

—0H
o'=51 (58)

L'évolution du champ est donnée par les équations de Hamilton (5.7) et (5.8).

Comme exemple de champ classique il y a le champ scalaire libre vu plus haut, dont la densité lagran-
gienne est :

=1 1 o
L=—=0,P0°0 ———O
2 2 2

ol u=m Cz/h , @ étant le potentiel d'auto-interaction d'une particule massive libre de masse m. Les
coordonnées dans l'espace-temps de Minkowski étant x* = (x°, x9), g = 1,2,3 ou X° = ict, il vient :

2
7__ 1/ o® 0@ oD \2, U 2 :
L=—— + +—P :
2\icor icot Z(axq) 20| st

1

2

~

(5.9)

2 2
%(6—(1’) ~(VopP-L o2
C ot Cz

Dans les équations d'Euler-Lagrange (5.2a) l'utilisation de (5.9) donne I'équation de Klein-Gordon (4.32).
Dans ce cas (5.5) devient :

lop_ 1
[[=—%—==—]"' .
c 0t ¢ (5.10)

(Cette écriture est licite car @ peut étre exprimé en incluant la vitesse de la lumiére c ainsi que 7 , sa di-

mension étant a ces facteurs prés ; c'est pourquoi dans les ouvrages on pose souvent ¢ =% =1, chose

que l'on ne fera pas ici).
2

Dans ce cas (5.6a) donne : ﬁ:%(H2+(V®)2+M—2<I)2) soit :
C
— 1,1 §
H:E(—2®'2+(V<I))2+M—2d)2) (5.11)
C C

Pour la quantification du champ libre massif, on considére la décomposition (4.33) qui, appliquée a
I'équation de Klein-Gordon (4.32), donne les équations des modes de l'oscillateur harmonique (4.34). En
exprimant la quantit¢ de mouvement p en tant qu'opérateur p=—i#V , I'équation aux valeurs

propres —szk:wifk s'écrit : psz:—h2 wifk dou: —ihV f (r)=hw, [  soit:
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—ihV [ =hkf (r) (5.12)

ou I'on a posé le vecteur wi = k, avec donc wi? = wi.wi = k% Les fonctions propres de l'opérateur p sont
fu(r) ; leurs valeurs propres sont les vecteurs 7k, de composantes 7kq , q = 1, 2, 3 telles que:

—iafk/G xq:kqfk . Les fonctions propres sont donc de la forme :

fi(r)=4,exp(ikr) (513)

On calcule I'namiltonien a partir de (5.11) et (5.13). D'aprés (5.5) :

SL oL %4’
(r,t)d>r=——r—= s gq,'=dq, ldt
(r,e)d’r 5D (r 1) %aqk’é(b’(r,t) (onanote 9, 9y )
oL 50 "
Or pk:W et d'aprés (4.33) : qk’=ffk(r)<l>'(r,t)d3r donc %:fk(r)aﬁr d'ou :

N(r,t)=2 p, f,(r) (5.14a)
k

De (4.33) on a aussi :

o(r, 0= 4, (/1) (5140
k
En utilisant (5.13) et (81a,b) dans (5.11) il vient :
2
H:f ﬁd3r:f %(H2+(Vq>)2+‘u—2d)2)d3r
c

2
1 3 3., U 3
:Eij pep; fiof ; Prva,a [ (VY f)d r+;qkqufkfjd r
En intégrant par partie et en utilisant —szk:szk ona:
3 2 3 2 3 s
I(ka-ij)d r:—ffkv fjd r=k ffkfjd r d'ou:
1 2w 3
H=sz (P p+(k +?>qkq,>ffkfjd r
»J

or les fonctions propres fi sont orthogonales : f fkf].d3 r=6l. I.d3r d'ou la densité hamiltonienne du
champ : '

=1 2 2
H—Ezk: Prt— 4 (5.15)

La décomposition (5.15) traduit que I'énergie du champ est la superposition d'énergies d'oscillateurs har-
moniques de fréquences données par :

o' =c’k*+u’  (5.15bis)
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associées a chaque mode d'oscillation de vecteurs d'onde k. En effet, les équations de Hamilton, en co-

1 , 0H . O0H
hérence avec (5.10), donnent I'équation des modes q«(t) : — 49, ==, et P, = 7~ deviennent,
c op, 04,
1 1 002
. — = r—_ rr—___ _k ! ~Aa-di 'A H ' H
compte tenu de (5.15) : p 4, =p, et P ==4q,"'= 2 q, c'est-a-dire I'équation de l'oscillateur
harmonique :
q; ”+ooqu:0 (5.16)

Les solutions de (5.16) sont :
q,(t)=a, expio t+a, 'exp(~iw, t) (516bis)

Les amplitudes ak et a¢' sont a déterminer.
En utilisant (4.36a et b), ou la fréquence n'est plus constante mais difféere d'un mode a l'autre, on a :

1
b —bT=2j——— mo,
k Pr \/2hm(1)kpk et bk+b;:2\/ 7 qk d'ou :

| ——
251\/2hmmk(b;—bk) (5.17a)

q,= ;\/ 2hk(b +b,)  (5.17b)

De (5.17b) et (5.14b) on a donc :

D(r, 1) qu ) S (r) %Z\/ (b +b,)f,(r)  (5.18a)
k
etde (5.13) :
q)(r,t):%z\/ 27 (b, +b )Akexp(ik-r)
k

En remplacant qk(t) par (5.16bis) il vient :

iw, ¢ , ot i k-
CI)(r,t)ZZ(ake k +a, e k )Akel d (5.18b)
k

En comparant (5.18b) avec I'égalité précédente on a les relations entre les amplitudes des modes et les
opérateurs création et annihilation des particules occupant ces modes:

. eimkt:l 2k 20,
k 2 mwk

—_7 t
a,'e o _1 | 2R b
k 2 mo,

et puisque (b2)+:bk il vient la relation entre les amplitudes : a, ' =a

k —k
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Pour I1, (5.14a) et (5.17a) donnent, compte tenu de (5.13) :
n(m:%pkfk<r>=§i§¢W<b;—bkmkexp<ik-r> (5.180)
D'aprés (5.10), en utilisant (5.18b) :
H( —d)’ Zka a,e kt—ak’e_iwkt)Akeik'r (5.18d)

On déduit ensuite de (5.18a), (5.18c) et (4.36b) les relations de commutation :

()00 )= 42 lh 7)1, (1) 2 2o 28)
J

T 2
L J J
1 | 24
R \/ (05101 1PV Z 2R ) 1
@) k k
J + + +
Z Jm '([bk,bj]%bk,bj b +[bk,bj])
k@
Comme [bk;bj]zo et [bk,b;:bj,bz =0, ; il vient:

[@(r), @(r')]=0 (5.19a)
On montre de méme :
[(r), T(r')]=0 (5.19b)

Ces relations de commutation (5.19a et b) traduisent la possibilité de mesurer simultanément en deux
endroits différents les mémes grandeurs du champ. Ce n'est plus le cas lorsqu'il s'agit de la mesure des
grandeurs conjuguées, en effet :

=L, i (N

@) 1(r)]= hksz L f ) o)

S ARV WA
AR %

(by+bp ) (b= ;) =(b=b ) (b +by)

Or on a vu que les fi vérifient la relation de fermeture : %fk(r)fk(r ’):6(r—r ') d'ou :

[@(r), TI(r')]|=ind(r—r') (5.19c)
» Généralisation aux fonctions de base complexes :

Les relations (5.18b) et (5.18d) montrent que ® et I s'expriment comme une combinaison d'opérateurs
de création et d'annihilation par l'intermédiaire des ay et ay'.

On généralise cette situation a la quantification d'un champ de telle sorte qu'elle soit indépendante du
choix des fonctions de base fj, lesquelles, dans leur utilisation précédente, étaient choisies avec un cer-
tain arbitraire étant donné que les valeurs propres de (- V?) sont dégénérées.

Soit donc une suite orthonormale compléte de fonctions de base complexes notées uy, et iwx I'énergie
correspondante du mode indicé par k ; us, Uz ... Uk... vérifient encore les conditions :
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o * 3
orthonormalité : fukujd r=6kj (5.20a)
%k
fermeture : %”k(”)”k(” J=0(r—r’) (5.20b)
équation aux valeurs propres du laplacien : (V2+k2)uk=0 (5.20c)
2,2, 2
wk=\/c k“+u (5.20d)

On associe a chaque ui les opérateurs hermitiques conjugués d'annihilation ax et de création a.*, véri-
fiant les relations de commutation :

N R
ak,a].]— ak,aj}—O (5.21a)

+ =
[ak, aj]—ékj (5.21b)
Comme pour (4.37), I'observable nombre de corpuscules dans I'état n°k est :

N,=a,a, (522

Plus généralement tous les observables du systéme associé au champ s'expriment avec ai et ai’.
(5.18b) et (5.18d) se généralisent en :

cp(r>=zJi<akuk<r>+a,tu;<r>> (5.232)

X 2mwk

n(r):% %i\/2hmmk(a;€ru,t(l‘)—akuk<”)) (5.23b)

L'opérateur hamiltonien est encore donné par (4.38) :

1 1

Les états quantiques d'un systéme regroupent ceux associés a I'énergie 7wy (donc ceux repérés par l'in-
dice k) et d'autres repérés par des indices p. Les fonctions de base s'étendent alors pour I'ensemble des
états rattachés a un méme état d'énergie par la transformation unitaire [T] :

ukp:Z qufkq (5.24a)

q
_ +
et l'inverse : fkq_z<T )qpukp (5.24b)
p

puisque par définition : [T}_lz[TJr]
Cherchons les conditions pour que (5.18a) et (5.23a), exprimés avec des fonctions de bases différentes,

représentent le méme champ ®(r), et pour que (5.18c) et (5.23b) représentent le méme I1(r), pour toute
valeur de I'état d'énergie indicé par k ; en utilisant (5.24a et b) dans ces relations il vient :

+

+ %
%:(akp”kp+akp”kp)zzq: (bkq"'bkq)fkq

d'ou la condition nécessaire et suffisante : Z akpukp:z bkqfkq , et en remplagant f par (5.24b),
p q

les opérateurs annihilation et création sont :
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Up~ Z qu bkq
(5.25)

Les relations (5.25) montrent que les opérateurs création sont en correspondance linéaire identique a
celle des fonctions de bases utilisées pour leur description ; il en est de méme pour les opérateurs anni-
hilation. On vérifie aisément que, quel que soit k :

i
[akp,akq —6pq (5.26a)

_ + _ +
Ny —Z A Yp= Z bkq bkq (5.26b)
p q

Donc le nombre de particules dans I'état k ne dépend pas du choix des fonctions de base. Il en est de
méme de I'hamiltonien par la relation (5.23c).

» Exemple des ondes planes :

Dans la modélisation on considére un élément d'espace assimilé a un cube élémentaire de cbté L que
I'on fera tendre a l'infini L — « pour l'espace total ou évolue le champ scalaire. Les fonctions de base
sont supposées périodiques aux bornes du cube :

L 3 L 3 L Ly_ L
T I I ISR S O I I I SN P

On choisit la base : uk(r):Cexp(ik'r) ou la constante C est déterminée par la condition de normali-

L/2
sation (5.20a) : f uk(r)uj.(r)d3r:6]g. dou (%3=1 etdonc:
—L/2
uk(r):L_3/Zexp(ik-r) (5.27)
. _ 2z 27c _2m .
ou k—(kx:ky’kz) avec k. =—=n ., k=—=n ., k ===n_ etoulesn,ny,n; sontdes en-
tiers relatifs : 7.7 .7 =0,£1,%2,... On remplace dans (5.23a) et (5.23b) les ux par (5.27) : suite

au caractére continu de la dépendance du champ avec I'espace, la modélisation doit faire tendre L vers
I'infini, comme cela a été annoncé. Les sommations sur les indices discrets doivent alors étre rempla-
cées par des intégrations. Ce remplacement est effectué de la maniére suivante :

Sur une bande infinitésimale de modes (k, k + d®k), puisque k = 2mn/L, il y a d®*n = d°k (L/2m)? jeux de

valeurs possibles pour les composantes n = (ny, ny, n;). Alors chaque sommation discréte P doit étre

3
remplacée par le terme d'intégration (sans dimension) : % — f ZL—E d>k . On effectue alors les

5 |32 2 132
changements de variables : ”k(r)_)(T) ulk) , ak(r)_)(T) a(k) et les conditions (5.20)

se réécrivent :

[ u"(k ) dPr=8(k—k")
u r)d> k=58
Julk (V2+k2) (> H=0 (r=r) (5.28)
\/k c +M
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Les relations de commutation (5.21a et b) deviennent :

la(k),a (k') :ch+(_"),a+(k')]:0 (5.29)

la(k).a* (k")|=d(k—k

Et les relations (5.23a,b,c), compte tenu de (5.27), deviennent :

CI)(r)=(2n)_3/2f\/72’%:)“‘)d3k(a(k)eik'r+a+(k)e_ik'r) (5.30a)

n(r)=(2x)" %ithmoo(k)d3k(a+(k)e_ik'r—a(k)eik'r) (5.30b)

L'hamiltonien (5.23c) se réécrit :

H:f(a+(k)a(k)+%)hoo(k)d3k:f(N(k)+%)hm(k)d3k (5.30c)

ou l'opérateur nombre d'occupations est N(k):a+(k)a(k) . Pour @, en comparant (5.30a) avec

(5.18b) ré-exprimée sous la forme intégrale selon les modalités indiquées plus haut, on déduit que I'am-
plitude A« devenue A(k) des fonctions de base est égale a:

1 A
A(k)_(zﬂ)3/2\/2mw(k) (5.31)

Revenons a I'état du vide quantique et a la création d'un état a 1 particule par I'action de l'opérateur
création :
Par définition, le vide quantique |0 > est I'état d'annihilation par les opérateurs d'annihilation (cf. (4.49)) :

YV keR?:a(k)|0>=]0> (5.32)

avec <0]|0>=1 . Un état a 1 particule est construit a partir de I'état du vide par I'action d'un opérateur
création :

|k>=a" (k)|0> (5.32bis)
etl'ona:

<k|k'>=<0|a"" (k)| k'>=<0|a(k)a (k')|0>=d(k—k")

On a vu que l'espace de Fock est construit sur la base des vecteurs propres |n(k) > de I'opérateur N(k)
(cf. (4.54)) :

N(k)|n(k)>=a"(k)a(k)|n(k)>=n(k)n(k)> (533)

D'aprés (5.30a), le champ ®(r,t) en tant qu'opérateur produit une particule en la position spatiale r a par-
tir de I'état du vide |0 > :

®(r,1)|0>=[ A(k)d k(¥ a(k)| 0>+ *"a™ (k)]0 >)
ou A(k) est donnée par (5.31) ; et d'aprés (5.32) et (5.32bis) :

®(r,2)]0>=[ A(k)d ke *"a" (k)|0> soit:
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r,t>=0(r,1)[0>=[ A(k)e " k>dk  (5.34)

Terminons cette présentation du cas champ classique en montrant que les corpuscules d'état |k > conte-
nus dans le champ scalaire ®(r,t) sont des corpuscules de masse réduite p.
Pour cela, on montre qu'a une translation infinitésimale de vecteur € correspond l'opérateur hermitique :

T(s)zl—%(P«s) (5.35)

ou P = (P«, Py, P,) est I'impulsion totale des n particules du champ :

P,

1 P

n n
=2 p,, P=20p
p:l pzl

NII
B
il M=

oU Pxp , Pyp » Pzp SONt les composantes du vecteur quantité de mouvement p, de la particule n°p. Par dé-
finition, une translation de vecteur infinitésimal € transforme l'opérateur ®(r) en l'opérateur P(r+eg), et
l'opérateur I(r) et 'opérateur lN(r+g), c'est-a-dire le passage du point de mesure r en point de mesure
(r+g) de ® et de I (et non un déplacement du systéme). Le développement au premier ordre au voisi-
nage de r donne :

O(r+e)=D(r)+e -V O(r)
I(r+e)=II(r)+e -VII(r)

d'ou les relations de commutation :

£ ~P,d)(r)}=ih£ Vor)

e P 1(r)|=ine ViI(r) O

Les relations (5.36) doivent étre satisfaites quelle que soit r, ce qui implique que chaque terme de leur
décomposition sur les axes x, v, z soit nul :

& -P.@(r)] —ine Vo (r)=(c [P o(r)] —ine % (r))

+(e [P, @(r)] —zhgyaicp(r» ([P, ®(r)] —ine ai (r)) =0
donc :
€, Px,(I)(r)] =ihsxa%<b(r)
sy[Py,CD(r)] =ihe %(D(r) (5.37)
e [P, @(r)] =ihe %@( r)

De méme pour 1 :
sx[P J(r ] =inhe 2 I(r)

*O0x
e, [P T(r)] =ihe aa M(r) (5.37bis)
_
€ PZ,H r ] —zthZH(r)

A partir de (5.37) ou (5.37bis) on peut déterminer I'opérateur vectoriel P. En effet, pour la composante
suivant x, en remarquant que %70 ®(r)/0x s'écrit aussi :

: 8(13 _\0® '
lh@x —zhff)r r)6x< )dr

et en utilisant la relation de commutation (5.19c): [®(r'),TI(r)|=ind(r'—r)=—[T1(r'), ®(r)] il
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vient :
héfb _HH 8;() Nd r'= [ _[H af3 ' (r)]
et en utilisant I'égalité lhg—("):[P ,‘D(”)] il vient :

P, ][fn drCI)()]

qui doit étre vérifiée quel que soit P(r), d'ou l'identité :
P == f IT %—i) d> r+constante (5.38)

0P _ 0

Comme Ha—axﬂup) ~allg et que de (5.19c)on a:

0
L e @(r )= 0(r ) )ik
Foma(r)=2(@n(r)
Ox ox
alors (5.38) est aussi égale a :

3
Px:f %—gcbd r+constante  (5.38bis)

P est un opérateur vectoriel, les constantes qui interviennent dans les relations (5.38) et (5.38bis)
peuvent donc étre égales a 0. Finalement I'opérateur vectoriel impulsion totale du champ est défini par :

~[n(Ve)d’r (5.39)
ou :
P=[(VI)®d’r (5.39b)

A partir de (5.39a et b) on peut alors exprimer P en fonction des opérateurs création et annihilation.
D'aprés (5.30a) et (5.30b) :

(I)( ) (23_5 3/2J‘\/Wd?)k(a(k)eik-r+a+<k)e—ik.r)

d'ou :
a(k)eik-r_a+<k)e—ik-r)d3k

Va(r)= 3/2f\/

n(r)=(2x)*2 %wmm (a* (k") e * T —a(k")e* )

2m(u
et:

Alors (5.39a) est :

——f H(VCD)d3r

+(k ,)e—ik '~r_a(k ,)eik’~r)(a(k)eik-r_a+(k)e—ik~r)

) fd k'[ kd’® k\/
Lfaﬁ jk\/
F(k' k)= fe (k=k}r g3, a+(k’)a+(k)fe_i(k+k’)’rd3r

—a(k')a(me(k*k) d r+a(k )a+(k)fe_l(k KT gy
=a (k") a(k)S(k—k')—a" (k') a" (k)d(k+k')—a(k')a(k)d(k+k')+a(k')a (k)d(k—k')

k’,k)d3k

ou:
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donc:
P:%hfk(a*(k)a(k)—a*(—k)a*(k)—a(—k)a(k)+a(k)a*(k))aﬁk

Or de la relation de commutation [a(k),aJr(k)]:] ona: a(k)a+(k):1+a+(k)a(k) que l'on rem-
place dans I'expression de P ci-dessus :

P:hfka+(k)a(k)d3k+§fk(l—a+(—k)a+(k)—a(—k)a(k))d3k

Puisque I'on a les commutations : [a+(—k),a+(k)]:[a(—k),a(k)}20

dou o (—k)a"(k)=a"(k)a"(—k) et al(—k)a(k)=a(k)a(—k) , dans la seconde intégrale les
termes qui contiennent des valeurs opposées de k sont opposés ; donc la seconde intégrale est nulle, et
il reste :

P=[ N(k)hkd’k (5.40)

avec N(k):a+(k)a(k) comme on l'a vu. (5.40) montre que l'impulsion totale P du champ est la

somme des impulsions de chaque particule du champ. En fait, I'analyse dimensionnelle de (5.40) im-
plique qu'il s'agit d'une densité d'impulsion.

A partir de (5.40) on établit les relations de commutation de P avec a(k) et a*(k) :
[P,a(k)] =Pa(k)—a(k)P=h [ k'(a" (k')a(k")a(k)-a(k)a" (k")a(k')d k'
Comme a(k) et a(k’) commutent on a :
Pa(k) = n[k'(a (k")a(k)a(k")—a(k)a (k")a(k")d k'

De la relation de commutation [a+(k’),a(k)]:6(k—k ') ona:
a (k')a(k)=a(k)a (k')—d(k—k') quel'on remplace dans I'expression ci-dessus :

P,a(k)=h [ k'(a(k)a" (k")a(k")~5(k—k")a(k')~a(k)a" (k')a(k"))d k'
=—n [ k'd(k—k")a(k')d k'

soit :

P,a(k)|=—[ nka(k)d’k (5.41a)
De méme :
P.a*(k)|=[nka" (K)dk (5.41b)

Remarque et exercice :
Si I'on emploie les indices discrets k, on montre (exercice), a partir de (5.39a et b), (5.23a,b,c), (5.27),

(5.28) et (5.21a et b), avec le méme raisonnement que pour (5.40) et (108a,b), que l'impulsion P et ses
relations de commutation avec les opérateurs annihilation et création sont :

P=h) klaya)=2 N ik (5 40pis)
k k

|P.ay|=—hka, (541abis)
[P,a; =hka, (5.41b bis)
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et (5.40bis) montre également que l'impulsion totale P du champ est la somme des impulsions de
chaque particule, en notant cette fois qu'il ne s'agit pas d'une densité.
La réponse a cet exercice est donnée en Annexe A1.

La commutation (5.41a bis) se réécrit comme une équation aux valeurs propres :

Pak|w>=ak(P—hk)|w>

ou |w > est la fonction propre de P, de valeur propre (vectorielle) w, soit :

Pa |w>=(w—hk)a [w> (542a)
(5.41b bis) se réécrit de méme :
PaZ|w>=(w+h k)a;;|w> (5.42b)

Ainsi les équations (5.42a et b) expriment que ax et ac* sont les opérateurs annihilation et création d'une
particule d'impulsion 7%k . Les particules d'impulsion 7%k dans le champ ont une énergie égale a

Ek:hwk:h\/kzcz+u2
elles ont donc une masse €gale a ;= hlc?

Remarque importante
La relation (5.30c) exprime I'hamiltonien :

H(t):fhw(k)(N(k)+%)d3k (5.43)

Cette relation n'a de sens que si I'énergie totale est la somme des énergies des particules, pour un état

dynamique donné. Il suffit de soustraire a chaque composante d'énergie le terme Ehw(k) qui cor-

respond a I'énergie du vide lorsque n(k) = 0. Ce procédé ne modifie pas les équations du mouvement
puisque ce sont les différences d'énergie qui sont mesurables. On obtiendrait alors comme nouvel ha-
miltonien :

H(t)=[ ho(k)N(k)d’k

au lieu de (5.43). En théorie du champ classique cela est possible.

En revanche, lorsque le champ est couplé a la gravitation, ce procédé n'est plus autorisé puisque la
gravitation affecte aussi le vide et contribue donc a son énergie. Dans ce cas I'énergie du vide est re-
présentée par, ou est contenue dans la constante cosmologique.

Comme dit dans [4] : « C'est dans l'état actuel des connaissances, le plus grave probleme qu'ait a af-
fronter la cosmologie théorique, et il provient de la physique des particules ».

5.2 — Couplage d'un champ classique avec un systéme de particules

Soit un champ scalaire classique en interaction avec une particule différente et externe a celles constitu-
tives de ses états repérés par k. L'interaction a pour hamiltonien H; égal a la somme de I'hamiltonien du
champ libre H, étudié précédemment, de I'hamiltonien de la particule H,, et de I'hamiltonien H' du champ
perturbé par l'interaction :

Ht:H+Hp+H’ (5.44)
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Soit P, I'impulsion de la particule, r, sa position, et m, sa masse. Dans I'approximation non relativiste son
hamiltonien est :
2

P
H ==L +y(r ) (545)
p 2mp p

En supposant que mp> >m=uh/c2 I'namiltonien perturbé de l'interaction est :

H’=g(I>(rp)
ou g est la constante de couplage.
D'aprés (5.30a) :
L —3/2 h ik'l’p + —ik-rp 3
H=g(2) f\/izmw(k)(a(k)e vat (ke E

Mais I'approximation non relativiste implique de couper la contribution a l'interaction les termes de
hautes fréquences (k éleveé) :

m ¢

— —__D
k = ”k”>>kmax_ £ (5.46)

Cette coupure aux hautes fréquences se traduit par un terme C(k) introduit dans les intégrandes de H' :

H=g(2n) 2 | e Cklatk)e ™ rea’ (k)e

—ik-r 3
P\dk (5.47a)
ou :
C(k)=1 pour k<k
(5.47b)
C(k)=0 pour k>k

H' commute avec (P, + P). H; est invariant par rotation et réflexion (r — - r) mais ne l'est pas par transla-
tion a cause de l'interaction. Cette théorie d'interaction d'une particule avec un champ s'applique a l'inter-
action d'un atome avec un champ électromagnétique.

Soit I'hamiltonien sans interaction :

H0:H+H

p
Soit la suite orthonormale compléte des vecteurs propres de H,: |as >, ..., |am >, ..., et les énergies
propres correspondantes : E,, ..., Epm, ... Multipliant |an, > par I'état du vide |0 > de I'espace du champ

libre (H) on obtient un vecteur |an 0> tel que :

H o 0>=FE |a 0>
m m m

qui fournit une suite orthonormale compléte de vecteurs propres de H par actions successives des opé-
rateurs de création a*(k) sur |0 >. On obtient aussi une suite orthonormale compléte de vecteurs propres
de Ho par actions successives de a*(k) sur les |an >. Ces actions de a*(k) sur |0 > et sur |am > créent
une base formée de vecteurs propres de Ho, notée |n > :

H |n>=FE [n>
n

Il s'ensuit que dans I'état |n > la particule est dans un état propre |an > de H, tandis que le champ
contient alors un nombre ¢ de particules d'impulsions 7k, 7ikz, ..., ike. On a donc |n > de la forme :

|n>=|o kik,..kg> _Dans le cas d'une seule particule dans I'état |k, > associé a I'impulsion 7ki,,
ona|n > = |an ks >, c'est le niveau a ¢ = 1 particule :

H0|amk1>:(Ek1+hw(k1))|amk1> (5.48a)

Pour le niveau a ¢ =2 particules dans I'état d'impulsions 7k, 7ik,, on a :
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Hylo,, kiky>=(E, +holk)+holky))lo, kik,> (5 agp)

Le niveau a 1 particule s'obtient par I'action de I'opérateur création sur le niveau a 0 particule :
o, ky>=a" (k)|a, 0> (5.49a)

Le niveau a 2 particules s'obtient de méme par l'action de I'opérateur création sur le niveau a 1 parti-
cule :

ok ky,>=a"(k,)a (k)| k > (5.49b)

et ainsi de suite. Ces relations sont représentées par la figure 4 : les niveaux sont distribués en colonnes
associées au nombre ¢ de particules par états. Pour une colonne donnée, c'est-a-dire pour un nombre
de particules fixé, on représente les différents états associés aux impulsions 7k, 7iks, ..., fike.

Par exemple les niveaux a 1 particule forment la suite |as ki >, |az ki >, ..., |an K1 >. Les niveaux a 2 par-
ticules forment la suite |a1 ki k2>, |oz ki k2>, ..., |am ki k2>, etc.

Le couplage H', en premiére approximation, a pour effet de faire interagir les niveaux entre eux. L'opéra-
teur H' est alors déterminé par les éléments de matrice du type :

<a k.| H'lo kky..>

Par exemple, le couplage entre le niveau a 0 particule et le niveau a 1 particule s'écrit, d'aprés (5.47a et
b) :

<a,0|H'|o, k>=<o k|H'lo 0>

— -3/2 h ikpr 3 (5.50a)
=g(2m) f\/mc(kl)<alle Pla >d’k,
Le couplage entre le niveau a 2 particules et le niveau a 1 particule s'écrit :
%
<o ki k,|H'lo, ki>=<o, k |H'|lo k ky,>
(5.50Db)

-3/2 h —ikyr 3
o el

Le couplage, tel que formalisé en (5.50a et b) par exemple, rend les états instables de par leurs interac-
tions, et donc affectés par des transitions radiatives vers des niveaux d'énergie plus faible, accompa-
gnées par I'émission de particules du champ. Ces transitions sont possibles si I'énergie du niveau situé

juste au-dessus du fondamental est suffisante pour que soit émise une particule de masse ;= ﬁ/c2

ce qui donne comme condition d'instabilité, par exemple pour le niveau |a, ki > de I'état a 1 particule de
fondamental |a kq > :

E >E, +me?
p 1
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Nombre de‘

particules
par état § lom 0 > |z k1 k2 >
|am k1>
3. B
2 e e i H _JQW_kLki>7 - Niveaux
fondamentaux
|oz 0> correspondants
1 |ar k1>
|a1 0 >
0 T
- > - > <>
Niveaux a Niveaux a Niveaux a 2
0 particule 1 particule particules

figure 4 : premiers niveaux de Hy
5.3 — Champs spinoriels de Dirac
Comme signalé, par exemple dans [4], le lagrangien (5.9), et donc I'équation d'onde de Klein-Gordon
(4.32), fait apparaitre le probléme des énergies négatives. (4.32) est I'équivalent sous forme d'opéra-

teurs quantiques de la relation d'Einstein de I'énergie :

E2= p? PemPct

qui est établie pour E > 0. Pourtant cette équation, sous sa forme d'opérateurs, admet deux signes : po-
sitif et négatif. Les solutions de I'énergie peuvent étre :

E=i\/p202+m2 ¢

Si la fonction d'onde du champ ® est I'un de ces états d'énergie, positive ou bien négative, alors elle dé-
crit une configuration dont I'énergie est plus petite que celle du vide quantique. Pour résoudre cette diffi-
culté, il faut alors remplacer I'équation d'onde (4.32) par une équation dont la solution est un opérateur
de champ W et non plus une simple fonction d'onde de méme forme que I'expression (5.34). Les états a
1 particule d'impulsion p=7#k résultent de I'action de I'opérateur de création a*(p) sur le vide. Puisque

|p>=a"(p)|0> donne <p|y>=<0la(p)ly> ona:
— _1 ipr 3 _ 1 ipr 3
wir,)=<rly(t)>==[ A(p)e' P <ply(t)>d’ p= [ A(p)e'?"<0[a(p)|w(1)>d’p
d'ou l'opérateur de champ :
th e’ Ta(p)ddp  (5.51)
qui produit une particule en r a partir du vide. Inversement, son conjugué W* annihile la particule :
th e Pt (p)d® p  (5.51bis)

Il s'ensuit de (5.51) les relations de commutation :

[ (r), (r [‘P 1Ier(r')]ZO

i), w ]zf»(r—m &5

Les relations (5.51) définissent un opérateur a spin non nul, tandis que le champ scalaire est de spin O.
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Le champ spinoriel correspond a un spin 1/2 (en unités #) (voir [5], [6]) et est solution de I'équation de
Dirac. L'équation de Klein-Gordon (4.32) respecte la covariance relativiste parce que tous ses termes
sont d'ordre 2. Mais pour résoudre le probléme du signe de I'énergie, et donc prédire des états d'énergie
totale négative, il faut trouver une équation du premier ordre, autrement dit il faut une équation de la
forme pour les champs spinoriels (équation de Dirac):

(l’yu ah%)ql:o (5.53)
On montre que dans (5.53) W est un opérateur vectoriel a 4 composantes et que les y, sont des matrices
4x4 vérifiant la relation d'anti-commutation :

Yy =yt yveyvyt=—2g"Y  (5.54)

ou g sont les composantes du tenseur métrique de I'espace-temps de Minkowski (appliquée a la relati-
vité restreinte) et ou :

0_[{0 1 1| O o! 2| 0 o’ 3. | 0 c’
Y7l oo) 0 Y| Y I i B
-0 0 -0 0 -0~ 0

, oo 1[0 1 2_[0 —i 3_(1 0
avec les matrices de Pauli : 0—(1 O) , O _(z' 0) , O _(O _1)

On montre que I'équation de Dirac (5.53) correspond au lagrangien de Dirac :

L =—W(iy'o,+25)w
p=" Py o+ 57) (5.55)

ou: T=wty"

et que sous la condition (5.54), (5.53) permet de retrouver I'équation de Klein-Gordon (4.32) par son mo-
dule :

22
m-c

(i y" 0, =5 iy 0+ T ) W=—(y, y;, 0" 0™+ S w=0

h

Annexe 1 : Démonstration de (5.40 bis) et (5.41 a,b bis)

A partir de (5.39a et b) on exprime P en fonction des opérateurs création et annihilation, dans le cas ou
les états correspondants aux degrés de libertés sont repérés par des indices discrets. On utilise alors
(5.23a,b,c) ou uk sont données par (5.27) vérifiant (5.28), et compte tenu des relations de commutation
(5.21aetb):

vcp(r):zik\/iw(akuk( —a* o (r)

—fH(V(D)d3r

ZZ\/—ka afu ud3ra afu ud3ra afuk,udr+a afu ud3
k' k

l\)l»—

ou I'on a posé u¢* = u d'aprés (5.27), et en appliquant les relations d'orthogonalité (5.28) :
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+ ’ + + ’ '
o, k(ak,a S(k—k')+a aké(k—k )—ak,aké(k +k)—ak,ak6(k +k))

1 + + o+ o+
ZEth“ k(akak+akak—a_kak—a_kak)

De (5.29)ona: a,a,=1+a,a, dou:

th ka;ak+%z k(l—atka;—a_kak)
k k

+

+ o+ —
Or: a_k,aZ]ZO donc: a kak—aka . €t [a_k,ak]—o donc: 4a_ja,=a,a , . Donc dans

la deuxiéeme somme les termes contenant des valeurs opposées de k sont opposés, il s'ensuit que la
deuxiéme somme est nulle, il reste :

— + —
=h2 klaga)=h2 kN, (540
k k
De (5.40) on déduit les relations de commutation de P avec ai et ai” :

[P,ak]ZPak—a th k a,.a,— kalt’ak')

Comme ai et ax commutent, il vient :
[P,ak]=h2k ak a,a, — akak ak)
—th a, k' S(k—k' )) akak,ak)

Zth akak a,,— B(k—k’)ak,—aka;,ak,)
k/
=—h) k'd(k—k')a, =—hka,
kl
soit :
[P.ay|=—hka, (541a)
De méme :

P.a |=hka, (5.41b)

On a désigné par %k limpulsion d'une particule dans I'état u(r). Alors (5.40) indique que l'impulsion
totale P du champ est la somme des impulsions de chaque particule du champ.

*

* *

Annexe 2 : Inégalités, ou relations d'incertitude, de Heisenberg
A2.1 - Relations d'incertitude pour l'oscillateur harmonique
Commencgons par établir ces relations pour l'oscillateur harmonique dont on a vu l'importance au cha-

pitre 2 dans les oscillations quantiques, les couplages entre champ et particules, la création et I'annihila-
tion de particules, les transitions d'états qui font intervenir les particules virtuelles, etc.

1
Avec un potentiel d'oscillateur harmonique V(q)zz qu I'équation de Schrodinger :
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2
Ty (g)-inl |w(g.1)=0
2m aqz ot

devient, pour les solutions stationnaires y(q) telles que ‘P(q,t):w(q)exp(i%t) ou m:%

d> 2m;. 1, »
—2+—2(E—5Kq )| w(g)=0
dq~ h
mo K 2mE
Onpose ¢g=—" avec :\/£ et P==——— dou:
h 0 Vm h
d*> 25
== g |wig)=Bulg) (A2.1)
dq
2 2 2
C'est une équation aux valeurs propres de l'opérateur — — g ou B sont les valeurs propres
dq

a déeterminer. Les solutions y(q) recherchées doivent étre uniformes et finies dans tout I'espace.
Une solution particuliére de (A2.1) est la fonction de Gauss :

1

c'est une fonction propre dont la valeur propre est: f'=a

n’ ko
I'énergie correspondante est: EF'=—fpf'=——
2m 2m

Nous verrons que E' est I'énergie minimale de I'état fondamental : elle n'est pas nulle, contrairement a la
mécanique classique ou 7 est assimilé a 0. Cette situation est rencontrée au chapitre 2 pour I'état zéro

ou vide quantique.
Les solutions générales de (A2.1) peuvent étre choisies de la forme :

[
—~ag

w(g)=v'(g)olg)=e *  olq)

En remplacant dans (A2.1) on obtient I'équation différentielle en ¢ :

d’ g dg
—2—20Lq—+(B—0L)cp:O (A2.2)
dq dq
o0
n
On cherche les solutions sous forme de série :  ©(¢)= Z a,9 ;(A2.2) donne alors la relation de ré-
n=0

currence :

(n+2)(n+1)an+2+[[3—oc(2n+l)]an:0 (A2.3)

1
On montre alors que, avec (A2.3), la série qui donne ¢ diverge plus rapidement que exp(— Eocqz)

quand g-o , sauf sila série contient un nombre fini de termes, donc si I'on a une coupure pour une
certaine valeur de l'indice n ; a, s'annule pour une valeur n = N telle que : [3—0((2N+1)20 , d'ol en
explicitant 3, I'expression de I'énergie a cette coupure :
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B 1
EN—hcoO(N+§) (A2.4)

La série @(q) est un polynéme de rang fini N, c'est un polyndme d'Hermite.

1
(A2.4) montre que, entre deux états de niveaux consécuitifs, il y a un écart d'énergie égal a Ehwo (et

non hw, ), et que le niveau fondamental a une énergie non nulle.
On peut maintenant retrouver les relations d'incertitude pour I'état fondamental de I'oscillateur harmo-

1
nique, n = 0, donc pour la fonction d'onde  W(g)=1'(¢)=p exp(— anz)
L'incertitude quadratique moyenne sur l'onde, ou écart-type, est :

1/2

2.2
d
Nl B AV C) LU R

J v (q)dq V20

L'amplitude de I'onde pour un mode de nombre d'onde k est |la transformée de Fourier de y :

- +o0 1 ) 2 +o© o 1 2
lp(k)—xpo_J;o exp—(aaq +ikq)d g=p exp(— g)_{o eXp_(\/Equ\/T—oc) dq

Changement de variable : x=\/%q+1k\/2—T d'ou : w(k)z\/o%woe k /za_fooe Y dx qui

donne :

(A2.5) montre que la distribution des amplitudes des modes de nombre d'onde k est une fonction de

Gauss, comme pour y'(q), donc elle a l'incertitude quadratique moyenne : Ak=\/<k2>=\/% . Le

1
produit des deux incertitudes donne : Aqu:f . Comme la quantité de mouvement p — variable ca-

noniquement conjuguée de q — est donnée par la relation de De Broglie p=Fhk , I'égalité précédente
devient pour les ondes traitées ici (oscillateur harmonique) :

Aquzg (A2.6)

L'égalité (A2.6) est précise dans le cas de l'oscillateur harmonique parce que la distribution de densité
de probabilité |y(q)|? est bien définie : c'est une fonction de Gauss.

Mais dans le cas général les relations d'incertitude sont des inégalités : A gA p>h/2 que nous allons
etablir a partir du formalisme de la mécanique quantique (principe de correspondance et relations de
commutation).

A2.2 - Relations d'incertitude de Heisenberg dans le cas général

Soient A et B deux opérateurs hermitiques quelconques (des observables). La valeur moyenne de leurs
grandeurs correspondantes est positive ou nulle. En effet, pour A par exemple :

<a2>:<AA+>:J‘ w*(AA+1p)dq=f(A+"LP)*(A+1P)dq

soit :
<a*>=[14"y[Pdq =0 (A27)
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Ce résultat permet d'établir des relations entre les valeurs moyennes des grandeurs associées aux ob-
servables, qui conduiront aux inégalités de Heisenberg.
On a, par définition de I'opérateur adjoint, quels que soient p et y':

Jw' i dw)dg=—[(id ) v'dq

donc: (jd)'=—iA" . Il vientdonc: (4+iB)'=4"—iB" . A et B étant hermitiques, et d'aprés
(A2.7), on a pour A nombre réel :
<(A+iNB)(A+inB) > =0

etpuisque 4'=4 et B'=p (hermiticité), l'inégalité précédente devient :

<(A4+inB)(A —ir B )>=<(A+i\B)(A—i\B)>
=< A*>+\?<B*>—iN<AB-B A> >0
donc <AB — BA> est un nombre imaginaire pur, et I'expression précédente est minimale, tout en restant

positive, pour :
:i<AB—BA>

A
2 B’

2
< _ >
et vaut, pour cette valeur de A : < 4> el (4B—BA)

I <Bz>

1
soit: <A’><B?> Z_Z<(AB_BA)2> . Les opérateurs A et B ont un écart 0A et 8B avec leur

moyenne: dA=A—<A> et O0B=B—-<B> ,dou 0A4A8B—-0BOA=AB—BA et linégalité pré-
cédente devient :

<(547><(B)> 2—%<(A B-BAP> (A28)

Pour des opérateurs conjugués p, q, c'est-a-dire qui vérifient la relation de commutation :
[p.ql=pg—qp=—ih

(A2.8) donne, avecA=petB=q:

2\2
<(6p)><(5q> z(%)
d'ou pour les écarts quadratiques moyens Ap:\/<(6 p)2> et Ag= \/<(5q)2> , l'inégalité de Hei-
senberg :

ApAg =2 (n29)

A2.3 - Relation d'incertitude temps-énergie

Les inégalités de Heisenberg, appliquées a tout couple de grandeurs conjuguées p, q (qui ne sont plus
nécessairement seulement l'impulsion et la position), expriment que I'on ne peut jamais attribuer simulta-
nément a la particule quantique une valeur rigoureusement précise a la grandeur p et a la grandeur q.
Dans le langage de la Mécanique analytique, ce résultat affirme que, dans I'espace de configuration ou
est décrite la dynamique du systéme, (p, q), la mesure d'une cellule associée a son action n'est jamais
nulle et bornée inférieurement par #/2 ;

D'autre part, le raisonnement effectué au point A2.1 avec l'oscillateur harmonique permet de traduire les
inégalités de Heisenberg par le fait que I'extension de I'onde, dans I'espace (q), et I'extension de I'onde
dans I'espace (p) ne peuvent jamais devenir simultanément indéfiniment petites. En particulier, lorsque p
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est l'impulsion, directement reliée au nombre d'onde k, cela signifie que I'extension de l'onde et celle de
1
sa transformée de Fourier ne peuvent pas tendre simultanément vers zéro (cf. A qu:E ).

En mécanique analytique, dans la symétrisation de I'espace de configuration, on peut montrer que le
temps t n'est plus considéré comme un paramétre mais comme la grandeur conjuguée de I'énergie, plus
exactement de -H (H : hamiltonien) (voir par exemple [8]). C'est une variable, un degré de liberté, au
méme titre que ceux q. D'ailleurs t et g (en tant que coordonnée) ont un réle symétrique dans la défini-
tion de leur grandeur conjuguée respective I'hamiltonien H et I'impulsion p, puisque :

t a pour conjugué de (- H) : H=ih% et g a pour conjugué p : p:—ih%

On serait donc tenté d'appliquer directement le raisonnement du point A2.2 au couple (E, t), ou E est
I'énergie. Malheureusement non, car H et t (en tant qu'opérateur) commutent. Pourtant on peut établir
une relation d'incertitude analogue a (A2.9) par le raisonnement physique suivant.

Soit une particule libre d'impulsion p=#k et d'énergie E=#/w bien déterminées pour une onde
plane associée a un mode k. La particule, dans ses différents états modaux, est représentée par la su-
perposition de ses ondes planes dont I'amplitude est la transformée de Fourier de la fonction d'onde :

w(r,0)=[T(p)e' P EN G p

On suppose le systeme unidimensionnel, la coordonnée r se réduisant a q sur une direction, le paquet
d'onde correspondant a la superposition des ondes planes ayant une vitesse de groupe vg4. Son exten-
sion spatiale est Aq, par conséquent la position du paquet d'onde en un point quelconque de I'axe de
propagation est affectée d'une incertitude sur le temps de franchissement de l'ordre de

Atmﬂ

1%
4

d'ou une incertitude sur I'impulsion, et par suite sur I'énergie de l'ordre de :
AE%a—HApZ(']ApNv Ap
op g
Le produit des deux incertitudes donne alors : AtAE~AgAp ;d'ou, d'aprés (A2.9):
h
AtAE 25 (A2.10)

(A2.10) signifie ici qu'il existe une incertitude AE sur la valeur de I'énergie prise sur une durée At liée in-
trinséquement a I'évolution dynamique du systéme. Ce n'est donc pas la méme interprétation que pour
les grandeurs conjuguées qui vérifient les relations de commutation.

La précision de la mesure de I'énergie d'un systéeme AE dépend directement de la durée nécessaire de
la mesure At qui ne peut jamais étre nulle, parce que l'interaction entre deux systémes quantiques fait in-
tervenir les paquets d'onde qui ont une extension finie.

*

* *

Annexe 3 : Intégrales de chemin de Feynman

A3.1 - Généralités

Les intégrales de chemin, inventées par R. Feynman en 1965, sont un autre moyen de quantification.
S'appuyant sur I'analogie de I'optique ondulatoire, cette méthode attribue a I'onde décrivant une trajec-

toire reliant deux événements x(t1) et x(t2) une phase directement reliée a l'action de Hamilton S, ce qui
revient a introduire le propagateur reliant I'onde en x(t1) et 'onde en x(t2) :
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x(t)) i
Glxytyox 1) = [ " Dxl(t)exp(5S(x(1)))  (az.1)

x(tl)
ou S:f L(x,).c)dt , L étant le lagrangien et Dx est un opérateur différentiel qui sera défini plus loin.

Cela revient a poser que I'amplitude de la fonction d'onde est la somme des amplitudes des fonctions
d'onde des trajectoires possibles reliant les deux points. En conséquence I'action hamiltonienne S n'est
pas une fonction unique mais varie avec ces trajectoires. Avec ces conditions, (A3.1) est la conjecture
de Feynman ; elle est semblable au principe de Huygens en optique, avec cependant la différence fon-
damentale que les trajectoires sont dans I'espace de configuration (espace des états) et non dans l'es-
pace géométrique classique 3D.

st TR

B ¥ v

L i

| \ 5{;[-'-,-;'11_

1 .

Richard Feynman au CERN, 1965 (© CERN)
A3.2 — Représentations de Schrédinger et de Heisenberg

Les états quantiques sont décrits par des fonctions d'onde, vecteurs d'un espace de Hilbert (v. par ex.
réf. [2]). Or la mesure de ces états, ou observation, est toujours en référence a I'espace géométrique du
systeme de mesure, ou de l'observateur, qui est dit espace de configuration. Celui-ci est défini par les
variables dynamiques, position x (ou degrés de liberté) ou moment (impulsion généralisée) p par les-
quelles I'état instantané du systéme quantique est décrit (v. par ex. réf. [8]).

La fonction d'onde sur laquelle agit la mesure est donc la projection de I'état quantique sur l'espace de
configuration lié a I'observateur. On dit que I'état quantique fait I'objet d'une représentation dans I'espace
de configuration, en référence a I'état position ou a I'état moment, qui doivent alors étre exprimés eux
aussi comme des éléments de I'espace de Hilbert : notés comme des kets |[x > ou |p >, de la méme fa-
¢on que pour les états quantiques |a >. Avec la notation de Dirac, cette projection s'écrit :

Y (x)=<xla> (A3.2a)

a

pour la représentation avec la variable dynamique position, ou aussi :
¢ (p)=<pla> (A3.2b)

pour la représentation avec la variable dynamique moment.

Prenons le cas de la représentation avec |x > (la transformation en la représentation avec |p > sera don-
née plus loin) :

Poser que |x > est un vecteur de l'espace de Hilbert des états, revient a poser qu'il est vecteur propre
d'un opérateur hermitique associé a la grandeur mesurable position notée X, par le principe de corres-
pondance :
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[ A, H] (crochet de Poisson) - %[ A, H] (commutateur des opérateurs) (A3.3)
l

ou A est un opérateur hermitique associé a la grandeur « a » (ou observable), et H l'opérateur hamilto-
nien, lui aussi hermitique, associé a la grandeur énergie. C'est le postulat n°2 du formalisme de la Méca-
nique Quantique (dans le formalisme de Dirac, la mécanique quantique repose sur 4 postulats). La pro-
jection sur l'espace de configuration est introduite ainsi (pour simplifier on suppose I'espace observateur
1D) :

- hermiticité de l'opérateur X : X =X

— X est une observable, ses valeurs propres sont réelles : X |x>=x]|x>

- les états propres de X sont orthogonaux : <x "x>=8(x"—x)

- et ils sont normalisés : f |x>d x<x|=1

ou O distribution de Dirac, < x| dual du vecteur |x > de I'espace de Hilbert, et 1 opérateur identité. Un
état quantique est décrit dans cette représentation par ses projections sur I'espace de configuration ras-
semblant toutes les valeurs possibles de x :

la>=[|x>dx<x|a>=[|x>dxy (x) (A3.4)

c'est la représentation de I'état quantique dans la base orthonormée formée des états propres |x > de X.
Avec (A3.4) on retrouve I'expression du produit scalaire de deux états |a>et |a' > :

<a’|a>=f <a '|x>dx<x|a>=f lp: ,(x)lpa(x)dx (A3.5a)
et en particulier la norme d'un état |a > :
2 *
| alP’=<ala>= ]y, (x)w,(x)dx (A3.5b)

De I'équation aux valeurs propres X |x>=x|x> on obtient que I'opérateur position X est diagonale
dans sa représentation, c'est-a-dire sa matrice dans la base |x > est diagonale :

<x'|X|x>=x8(x"—x)
et I'on déduit que tout opérateur Y = f(X) qui s'exprime avec X l'est aussi :
<x'|f(X)|x>=f(x)d(x"=x) (A3.6)
en faisant bien la distinction suivante : f(X) est la fonction ou la variable est I'opérateur X, et f(x) la fonc-
tion ou la variable x est la valeur propre de X, donc une fonction sur les nombres réels.

Une mesure de la grandeur associée a I'observable A donne, selon le formalisme quantique, la valeur
moyenne de cet observable. De ce qui précéde, on déduit qu'elle est :

<A>=<alA |a>=f wZ(x)A(x)lpa(x)dx (A3.7)
Remarque : (A3.7) utilise la condition de normalisation a l'unité ou (A3.5b) est égale a 1 :
2 *
lal*=<ala>= [y, (x)w,(x)d x=1

puisque, selon le formalisme quantique, la quantité wa*wa = pa = |Wa(x)|? est la densité de probabilité de
I'état quantique |a >, avec donc fpa(X)dx=1 . Pourtant, en mécanique quantique la valeur

moyenne ne s'écrit pas fpa(X)A(X)dx , comme c'est le cas en mécanique classique, mais elle

s'écrit (A3.7). Comme I'a fait remarquer |. Prigogine, dans [24], le formalisme de la mécanique statis-
tique classique est fondamentalement différent de celui de la mécanique quantique par cette définition
de la moyenne d'une grandeur : en mécanique classique elle entraine que I'équation de Liouville y est
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| applicable, alors qu'elle ne I'est pas en mécanique quantique.

Montrons que I'équation de Schrodinger indépendante du temps, qui est I'équation aux valeurs propres
de I'hamiltonien, est obtenue a partir des résultats précédents lorsque A = H :

m Proposition :
L'équation de Schrodinger indépendante du temps décrit la projection sur I'espace de configuration lié a
l'observateur (ou a la mesure), a un instant donné, d'un état quantique, lorsqu'on lui applique la mesure

de son énergie :
n 0> = A
——-Y—+V(x) xpa(x,t)—Ewa(x,t) (A3.8)

2
ou E valeur propre de I'namiltonien, c'est-a-dire I'énergie E:2p_+ V(x) , V(x) étant I'énergie poten-
m

tielle du champ éventuel dans lequel le systéme quantique mesuré (ex. : particule) est placé.

Preuve de (A3.8) :
On se place dans un espace de configuration 1D. L'équation aux valeurs propres de I'hamiltonien est in-
dépendante du temps, plus exactement est prise a chaque instant (état stationnaire d'énergie) :

H|a>=FE|a>
. I e o — 3 0
ol l'opérateur hamiltonien est, d'aprés le principe de correspondance 2,2 P~ ih dx
Pz 2
H=—24y(x)=—r2 24y (x)
2m 6x2

La projection de I'équation aux valeurs propres sur I'espace de configuration (x) donne alors :

2

2
<x|H|a>= L <x|— 0
2m

X

Sla>+<x|V(x)|a>

et compte tenu de (A3.6) :

a2

o o’ o’
<x|——=l|a>=| <x|x'">dx'(— == x')=) 0(x—x")dx'"(———= x')J=——= X
-3 J<x] ( axz)wa( J=J d(x—x")d x'( axz)wa( ) ax2w“()

<Xx| V(x)|a>=f <x| V(x)|x'>dx'<x’|a>=f V(x ’)6(x’—x)dx’1pa(x ')ZV(x)lpa(x)

d'ou :
2 2
<x|Ha>=( h—a—+ V(x)

BT v s)u, ()= B, (4

CQFD de (A3.8).

Si I'état quantique est dans la représentation par la projection sur I'espace des moments (p), son équa-
tion d'évolution de Schrddinger (équation aux valeurs propres de H) est différente de (A3.8) ; elle de-
vient :

2
§—m¢a(1?>+¢%—nf Vip'=plo (p)dp'=E¢ (p) (A3.9)

Preuve de (A3.9) :
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Comme pour la position, on pose pour le moment p les propriétés :
- hermiticité¢ : P =p

. .3 O
- observable associé : P——lha

- équation aux valeurs propres : P|p>=p|p>

- orthogonalité : <p|p'>=8(p—p’)

- normalité : f|p>dp<p|=1

On détermine d'abord la relation entre les projections wa(x):<x|a> et ¢a(p)=<p|a> ; d'aprés
(A3.4) ou lI'on remplace |a > par |p'>, |p ’>=f |x'>dx'<x'|p'> ,I'équation aux valeurs propres de
P devient :

P|pi>:p(|pl>:_lhj‘|xl>dxrﬁa l<x!|p!>
X
d'ou :
<x(I|P‘p!>:p!<x(l’pl>:_lhf<x!1’x!>dxlaa’<x(’pl>
X
D'apres l'orthogonalité des vecteurs propres :
<xl!|x!>:6<xr!_xl)

I'expression précédente donne :

pf<x/|p/>:_l-haa <xl|pl>

x ’
qui est une équation différentielle de la fonction <x'|p'>, de solution :

<X’|p’>=6(p’)exp(%p’X’)

ou c¢(p') est déterminé en utilisant la propriété d'orthonormalité :

*

<p''lp'>=8(p"'—p')=c (p”)C(p’)feXp(%(p’—p")x )d x’

. , 1
or: [exp(5(p=p")x)dx'=2m8(p'=p"") dou: elp')= e,

<x'|p'>= exp(£p'x’) (A3.10)

1
V2 h
que l'on utilise dans :

¢a(P)=<P|a>=f<p|x>dx<x|a>

par <plx>=<x|p> =M——nexp(—%px) etavec W, (x)=<x[a>  dou:

¢a(P>:;f exp(— LPX)wa(x)dx (A3.11)
V2m h

(A3.11) exprime que les deux projections sont transformees de Fourier I'une de l'autre.
Equation de Schrédinger pour la fonction d'onde dans la projection sur I'espace (p) observateur :
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2 2

/]
<plH|a>=E<pla>=E9,(p)=<pl- 5 —C5|a>+<p|V|a>
X

D'aprés I'équation aux valeurs propres de Pon a:

B2 2 P2 2 2
0 ﬁ|a>:;—m<l7|a>=5—m¢a(1?>

le terme avec le potentiel s'écrit, en utilisant (A3.11) et (A3.6) :

<p|V|a>=ﬂf<p|x>dx<x|V|x’>dx’<x'|p'>dp’<p’|a>

i

= =exp (= px)V (x)o(r—x)dxoexplp ) "0, ()

= [ exp(5(p'=p)x)V(x)0, (p)d p'dx

la premiére intégrale est la transformée de Fourier de V(x) :

V(p=p)==[ V(x)explz(p'~p)x)dx
soit :
1

<p|V|a>=M——nf Vip'=p)o (p')dp’

finalement puisque p? est valeur propre de P?:

2
<p|H|a>=E¢a(p)=§—m¢a(p)+% Vip'=plo (p')dp'
CQFD de (A3.9).

Il existe deux fagons de considérer la projection de I'état quantique sur I'espace de configuration de I'ob-
servateur, ce qui entraine deux fagons de définir ll)a(x)=< xla>

m Selon la description de Schrédinger :

Les états quantiques évoluent avec le temps et les opérateurs (observables) A sont indépendants du
temps, c'est-a-dire A dépend du temps seulement de maniére explicite et non par l'intermédiaire des va-
riables dynamiques gk qu'il contient, celles-ci étant donc indépendantes du temps :

d
A:A(qk,f) avec ﬂ:o a4

dq
- . dt(qk,t)_a_AJ, 04 7%k _04

= = )t .
ot = ag, dt ot (9,.1) (A3.12)
Les états quantiques évoluent avec le temps :

la,t>=U (1,1 )a,t,> (A3.13)

ou l'opérateur d'évolution U(t,to) est donné en (4.6) (chap. 4), tandis que I'espace de configuration de
l'observateur est supposé fixé dans I'état |x >, on a donc :

Y, (x.t)=<xla.t> (A3.14)
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L'évolution des états est décrite par I'équation de Schrdodinger dépendant du temps :

iﬁ%la,t>=H(t)la,t> (A3.15)

dont la projection sur I'espace de configuration observateur, avec |x > fixé, compte tenu de (A3.14), est :

oy (x,1)

i
SO

=H(x)y (x,t) (A3.16)

On remarque que si I'hnamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps (systéme conservatif), c'est-

H
a-dire si %—tzo , (A3.16) donne I'équation de Schrodinger indépendante du temps, qui est I'équation
aux valeurs propres de I'hamiltonien (A3.8).
La conséquence de (A3.15) sur I'évolution des valeurs moyennes d'une grandeur A, définies par (A3.7),

est:

d<A(t)> i 04
— ) = <A Hl>+<=—=> .
P p<ld, H]>+<= (A3.17)

0A
Ainsi, une observable qui ne dépend pas explicitement du temps, EZO comme c'est le cas, par

exemple de I'observable position X dont la moyenne est la position mesurée x = < X >, correspond a une
grandeur mesurée stationnaire si A commute avec I'hamiltonien H :

d<A(t)>

_ i o _
=7 <[4,H]>=0 si [4,H]=0

La figure (A3.1a) représente la description de Schrddinger.

U(t,t a, tp > at>
|a,t0> (10) >|a,t> | 0 |7
A A |indépendant U(t,to) R
L i du temps A A(t)=U*(t,to)AU(t,to)
la'.tg > U(t.to) - la', t>
|a|7to > |a', t >
(a) description de Schrédinger : I'observable A ne (b) description de Heisenberg : I'état quantique |a > ne
dépend pas explicitement du temps, espace de depend pas du temps, 'observable varie avec le
configuration observateur |x > fixé temps : A(t) = U*(t,to) AU(t,to)

figure A3.1 : représentation de Schrédinger et représentation de Heisenberg

m Selon la description de Heisenberg :

Les états quantiques |a > sont supposés indépendants du temps, leur évolution s'effectue par l'intermé-
diaire de l'opérateur évolution U(t,to), qui intervient dans I'évolution de I'observable A, donnant au temps
t une observable A(t). L'état quantique étant indépendant du temps, on le fixe, et on le note |4 >, pour
l'instant to, et a partir de (A3.13) on I'exprime en fonction de I'état |a,t > :

la,t>=U(t,t))|a,t> |d>=|a,t0>=U(t0,t)|a,t>=U_1(t,to)|a,t>=U+(t,tO)|a,t>

puisque Ul=y’ .La moyenne de la grandeur associée I'observable A est donc :

<A>=<a,t A]a,t>=<d|/f(t)]d>=<d\U+(t,to)AU(t,t0)|d>
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d'ou I'évolution dans le temps de I'observable :

A(t)=U"(t,1,)AU(t,t,) (A3.18)

Une conséquence de (A3.18) est que, pour I'opérateur position, son évolution avec le temps est :
X(t)=U"(t,t,)X U(t,1,) (A3.18bis)

Les opérateurs de la description de Heisenberg A et de la description de Schrodinger A sont reliés par
(A3.18). En utilisant (A3.18) et (A3.12) on obtient I'équation d'évolution de A en relation avec I'hamilto-
nien seul, sans passer par A :

=— 3[4, H1+Z (A3.19)

ou I'hamiltonien dans la description de Heisenberg est égal a I'hamiltonien de la description de Schrédin-
ger, puisque dH/dt = gH/¢ot :

H=H (A3.20)

De (A3.18bis) on dédtﬂit que les opérateurs position de la description de Schrédinger X et de la descrip-
tion de Heisenberg X ont mémes valeurs propres, en effet :

X()|x>=U"(t,t )X U(t,1,)|5>=U"(t, )X Ult.t,)]x.1,>
_rrt

U (t,1,) X |x,t>=%|x,1,>

1

etpuisque y !=y* ,ona:

Ult,t) X (1)|x>=X|x,t>=3U (.1 )|x, 1, >=k|x,t>  (A3.21)

soit ;
x=x (A3.21bis)

Dans la représentation de Heisenberg la projection de I'état sur I'espace de configuration, ou la position
dépend du temps, est la fonction d'onde :

Y, (x,t)=<x,tla> (A3.22)

Puisque dans cette représentation I'évolution avec le temps provient de I'évolution de la configuration
observateur <x,t |, et non de I'état |a >, (A3.15) et (A3.16) sont remplacées respectivement par :

2 0
—ih——<x,t
iho" <X

=<x,t

H(t) (A3.23)

in L, (v )= H),(x.0)  (A324)

ou I'on a utilisé (A3.20).

Les fonctions d'onde de Schrddinger et de Heisenberg, solutions de (A3.16) et (A3.24), sont directement
reliées par renversement du temps. En effet, on a:

g, (t)=<x|a,t>=<x,~t|a>=1,(x,~1) (A3.25)

Les deux descriptions sont ainsi équivalentes : dans I'une I'évolution dans le temps est relative a I'obser-
vateur mobile par rapport a I'état quantique a mesurer fixe (Heisenberg), dans l'autre elle est relative a
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I'état quantique a mesurer mobile par rapport a la configuration fixe de I'observateur (Schrédinger).

La méthode des intégrales de chemin de Feynman ci-aprés s'applique de la méme fagon aux deux des-
criptions, il faudra juste prendre en compte (A3.25) pour passer de l'une a l'autre. Dans ce qui suit, on
utilise la description de Heisenberg.

A3.3 — Description de I'évolution des états quantiques par les intégrales de chemin de Feynman

L'évolution d'un état quantique, projeté sur l'espace de configuration observateur mobile par rapport a
I'état quantique considéré comme fixé, fait intervenir un propagateur qui permet de relier les fonctions
d'onde a l'instant initial to sur tous les points possibles de I'espace observateur, aux fonctions d'onde a
un instant t > to sur tous les points possibles de I'espace a cet instant :

O (x,0)=] Glx,t:x,1)0 (x,.t,)dx, (A3.26)

ou {Pa(xofo):<x0:lo|a> et fpa(x,t):<x,t a> sont respectivement I'état initial et I'état a I'ins-
tant t, G est le propagateur entre ces deux états. Comme en optique ondulatoire, (A3.26) exprime que la
connaissance de I'état d'une onde en (x,t) dépend de I'état de I'onde a un instant initial sur tous les
points de I'espace (principe de Huyghens) ; mais en mécanique quantique, ce principe s'applique a l'es-
pace de configuration observateur défini par (x) ou par (p), sur lequel est projeté I'état quantique, ce qui
s'exprime par le principe de non-séparabilité.

Comme, avec (A3.4), on a aussi : fpa(x,l)=<x,t!a>=f<x,t\x0,t0>dx0<x0,to\a> , (A3.26) per-

met de définir le propagateur par :

a><a |x0,to>=fpa(x,t)ﬁ):(x0,to) (A3.27)

>=<
xO,tO x,t

G(x,t; xo’to)=<x,t

ou l'on a utilisé la condition de normalisation des vecteurs propres :

la><a|=1

Calasm  (A329)

Si H ne dépend pas explicitement du temps (systéme conservatif), (A3.24) a comme solution en x :
A i A
lpa(x,t)=exp(%H(t—t0))1pa(x,t0) (A3.29)

ou encore d'aprés (A3.23) :

<x,t

(t—tO)H) (A3.30)

St~

=<x,t0|exp(

qui, appliqué a (A3.27), donne :

i
Glx,t;x,,1))=<x,t xo,t0>=<x|exp(—(t—t0)H)|x0> (A3.31)

h

Remarque : Puisque I'hamiltonien s'exprime en fonction des variables canoniques (x,p), on peut faire
apparaitre dans (A3.31) la description par la projection sur I'espace des moments (p) (A3.11) en dé-
composant l'intégrale qui intervient dans le produit scalaire comme suit :

G(x,t; xo,t0)=f <x|p>dp<p|exp(%(t—to)H)|p’>dp'<p'|x0> (A3.32)

(A3.10) donne :
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exp (4 px)

1
<x|p>=——=—
P V2 mh

| . (A3.32bis)
<p'|x,>=———=-exp(-+p'x,)
0" Vomn RY 70

que l'on remplace dans (A3.32).
2

Par exemple, pour une particule libre I'namiltonien se réduit a son énergie cinétique szp— ce qui
m

donne avec (A3.32) et (A3.32bis), aprés intégration :

im(x—xo)2
2hAt

(A3.33)

G(x,t0+At;x0,tO) Xp

2rihAt

OU At =t -—to.

Si la position et l'instant finaux (x,t) sont trés proches de la position et instant initiaux (xo,t0), avec
comme variations At et Ax = x — xo alors Ax/At = v est la vitesse de déplacement de la particule libre, et
(A3.33) devient :

2

. - m im Y
G(x0+Ax,tO+At,x0,t )—\/2mhAtexp(zm At

A3.34
27 ( )

Les résultats (A3.33) et (A3.34) interviennent dans la décomposition d'un propagateur quelconque en
propagateurs reliant des états intermédiaires en nombre arbitrairement grand, puisque I'on peut toujours
écrire en projetant sur I'espace de configuration (x) :

G(x,t;x,,t,)=<x,t|x,,t, >
00 00 (A3.35)

t dx

:f<x,[

ou les propagateurs intermédiaires sont :

Xyl Zd X, <x, .0, qlx, 5.0, 5>dx, ,..dx <xpt]xy 15>

i
t,>=<x,, |exp(-0tH)|x,> (A3.36)

Glk+1,k)=< -

Xt Leat | Y0

avec ot = tk+1 — tk devenant arbitrairement petit ; en projetant sur I'espace des moments (p) le propaga-
teur intermédiaire est :

B 1 idt| k1 Nk 1 %
G(k+1;k)_<xk+1,tk+1|xk,tk>—mfdpkexph Py 57 —H(pk,T) (A3.37)

(A3.35), (A3.36), (A3.37) reviennent a effectuer une discrétisation de I'évolution du systéme quantique,
au moyen d'évolutions intermédiaires, ou chemins, reliant des états intermédiaires arbitrairement
proches.

Cela permet aussi d'envisager I'existence d'états virtuels intermédiaires sous la condition de compatibili-
té de l'intervalle de temps &t avec la masse, ou I'énergie requises de la particule virtuelle, exigée par les
relations d'incertitude de Heisenberg.

Entre deux états (x,t) et (xo,to) séparés par un intervalle fini, qui contient un nombre arbitrairement grand
d'évolutions intermédiaires, I'application de (A3.37) pour chacun d'eux conduit au produit :

dp dp, dp,
2nh 2nh T 2mh

10t | ka1 Yk T N
fdxldxz...dxn_lexp 7 Z - pk—H(Pk’Jri)

Gl 301 = | 2

On introduit I'opérateur différentiel :
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ndx

. k
Dx=1lm 11 —
1300 =0 Ak (A3.38)
0t=>0

ou Ak est tel que pour une particule libre on retrouve (A3.33) ou (A3.34), ce qui donne :

n—1
— 1 m 2

n=>oo
8t-0

Comme dans (A3.34) le terme qui apparait dans I'exponentiel est une action hamiltonienne, on généra-
lise cette situation par la conjecture de Feynman ; elle consiste a poser que les propagateurs intermé-
diaires entre tout état k et I'état (x,t) comportent une phase assimilée a I'action hamiltonienne :

x,t .
1
Gl i)= | Dxloo|2s(xlo)] oo
Yol
ou Dx est donnée en (A3.39). Ce principe est analogue au principe de Huyghens en optique ondulatoire,
ou la phase de l'onde est directement reliée a I'action hamiltonienne.

Selon cette conjecture, le propagateur entre deux états consécutifs k et k-1 est :

i

m
<xk’tk|xk—1’tk—1>:\/mexp(hS<k:k_1)) (A3.41)

ou, pour une particule soumise a un potentiel d'interaction V, la variation de I'action hamiltonienne entre
les deux états est :

dt:Atl

-—m

: (A3.42)

At 2

2
(xk_xk—l) B xk+xk—1>

S(k,k—1)= f (%m).cz—V(x)

Le formalisme des intégrales de chemins de Feynman est cohérent avec I'équation d'onde de Schrodin-
ger. Plus précisément, on a :

m Proposition :
Les intégrales de chemin de Feynman (A3.26), ou le propagateur, suite a la conjecture de Feynman, est
exprimé par (A3.41) et (A3.42), permettent de retrouver I'équation de Schrédinger :

2 9% o (x,¢
i “+V(x,t)ﬁ)a(x,t):iha—)

_n (A3.43)
2m §x?

celle-ci n'étant alors plus qu'une approximation d'ordre 1 appliquée a ces intégrales.

Preuve de (A3.43) :
Soit l'intégrale de chemin (A3.26) entre (xo,to) et (x,t) avec t =to + &t :

ﬂ)a(x,t0+6t)=f G(x,t0+6t;x0,t0)fpa(xo,to)dxo

ou l'on applique (A3.41) et (A3.42) au propagateur G(x, to + &t ; Xo, to), ce qui donne, en posant la varia-
tion de position dx = x —Xo :
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2x0+6x

St — M L sy (L0
Glx. tg+01:%,.1) \/2inh6teXph(26t w51

que l'on développe en série en dx, ce qui donne :

N 0l s 2%
N m imdx i N a Ox a
w“(x’t0+6t):\/2inh6t_‘£oeXp( Y )(176””“) b, (x,19)=0x ===+ a2 ddx

et comme on a au premier ordre en 6t :

P, (x, 1g+01)=0 (x,10)+dt ————+...

o0 (x,1)) 2 %0
ih—a 0 Cy(x,t) (x,¢,)
atO 2m 6x2 0/ Ya 0

qui est (A3.43) lorsque to varie.
CQFD de (A3.43).

Remarque :

Avec les intégrales de chemin de Feynman, I'évolution d'une particule massive en présence d'un poten-
tiel gravitationnel dépend de sa masse. Ce résultat différe donc de celui de la mécanique classique ou,
suite a I'égalité de la masse grave et de la masse inerte, une particule dans un champ de pesanteur ri-
goureusement isolé de toute perturbation (frottements, résistance, interactions avec d'autres masses...)
évolue selon des états indépendants de sa masse.

On le montre avec un potentiel de pesanteur V = mgz utilisé dans (A3.41) et (A3.42) :

Tk

_ m i | )
<xk,tk\xk_1,tk_l>_\/mexp %tf (me —mgz)dt| (A3.44)
k-1

ou Il'on voit que la masse m intervient, sans pouvoir étre éliminée, dans le déphasage de la fonction
d'onde porté par I'action hamiltonienne (terme en exp i/#(...)).

Cet effet a été observé expérimentalement : des neutrons thermiques émis par une méme source, sé-
parés sur deux trajets contenus dans un méme plan vertical, se rejoignent en un méme détecteur par
I'action de réflecteurs. Soient @1 et @2 les phases des fonctions d'onde w1 et w2 des neutrons parcou-
rant les trajets 1 et 2 respectivement. On montre que, au niveau du détecteur, ces phases présentent
un écart égal a :

2
. =" & ;
Q= 9,= 2 LlekcsmG

ou L1, L2 longueurs parcourues respectivement dans les trajets 1 et 2, Ac = #/mv longueur d'onde de
Compton, v vitesse des neutrons (fournie par la source thermique), 8 incidence entre les deux fais-
ceaux a leur rencontre au niveau du détecteur. La fonction d'onde résultante y = w1 + Y2 aura donc un

terme de déphasage : W=V, +V,=, (1+€Xpi(CP1—CP2)) , causant des figures d'interférences por-
tées par |y|? Si I'on néglige la constante de Planck, 7 — 0, on se retrouve dans le cas de la mécanique

classique et I'amplitude de la somme des deux ondes ne contient plus de déphasage : les figures d'in-
terférences disparaissent.

*

* *
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